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RESUMO

Esta € uma pesquisa de carater diagndstico, que tem como objetivo
investigar o conhecimento de alunos que ja passaram por um curso de Calculo
Diferencial e Integral sobre a nocéo de derivada, a luz da teoria dos Registros de
Representacdo de Raymond Duval.

Os dados foram obtidos pela aplicacdo de testes. As analises sao qualitativas e
quantitativas. Como conclusédo, destacam-se: o registro figural (grafico) que foi o
registro de maior dificuldade, tanto em questdes em que esse é registro de partida
guanto no caso em que ele é registro de chegada; o registro de lingua natural foi
o mais utilizado pelos alunos pesquisados quando realizaram questbes
envolvendo conversao de registro, nos casos em que o registro de partida era o
figural, o simbdlico ou mesmo registro de lingua natural; dificuldade de reconhecer

no registro de representacdo simbolico f'(x) o significado da derivada como

coeficiente angular.

Palavras Chave: Ensino, Aprendizagem, Calculo, Derivada; Registro de

Representacdo semiotica.



ABSTRACT

This is a diagnostic standard research that aims at investigating the
knowledge of the students that have already attended a Differential and Integral
Calculus Course about the derivative notion, under Raymond Duval's theory of
Representation and Register. Data were reached through tests application. The
analyses were qualitative and quantitative. As a conclusion it's possible to
highlight: the figural register (graphic) was the most difficult one, both in questions
in which it is the starting register as cases which it is the arrival register; the
natural language register was the most used one by the students researched
when they used questions involving register conversion, in the cases in which the
starting register was the figural one, the symbolic or the same natural language
register; difficulty in recognizing in the register of the symbolic representation

f'(x) the meaning of the derivative as angular coefficient.

Key Words: Teaching, Learning, calculus, Derivative, Semiotic Representation

Register.
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APRESENTACAO

O nosso interesse por esta pesquisa foi identificado a partir da nossa
pratica docente, a qual esta direcionada ao processo de ensino e aprendizagem
da disciplina de Célculo Diferencial e Integral. A atencdo estava voltada as
dificuldades que os estudantes apresentam relativamente a aprendizagem das
nocdes como Funcdo, Limite, Derivada, entre outras. Um projeto de estudos mais
amplo, desenvolvido pela orientadora do nosso trabalho, definiu a escolha e
direcionou a pesquisa para fendmenos relacionados a aprendizagem da noc¢ao de
derivada. A perspectiva deste estudo foi a de investigar o processo de ensino-
aprendizagem dessa nocao sob a o6tica da teoria dos registros de representacao
de Duval.

O presente trabalho é referente ao processo de ensino-aprendizagem do
Célculo Diferencial e Integral, em particular o da nocéo de Derivada.

E um estudo diagndstico sobre o conhecimento de alunos que ja passaram
por um curso de Calculo.

Fundamenta-se nas nocbes teodricas de registro de representacdo de
Raymond Duval.

Investiga quais registros de derivada os alunos reconhecem como tal e
suas competéncias nos tratamentos e conversdes dos registros de derivada. Os
dados foram obtidos por meio de testes

O trabalho esta organizado em quatro capitulos. No Capitulo 1, sdo
apresentados a Problematica e o Quadro Tedrico, ou seja, € delimitado o

problema desta pesquisa, e introduzidas no¢Oes da teoria dos Registros de
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Representacédo e suas implicagcdes no processo de ensino-aprendizagem de um
conceito cientifico. O capitulo 2 é destinado a descricdo dos procedimentos
metodoldgicos. Nele estdo caracterizados os sujeitos pesquisados; descrita a
realizacdo das fases da pesquisa e o instrumento de coleta de dados. No capitulo
3 esta apresentado um estudo sobre a nocéo de derivada e seus significados a
luz de livros didaticos mais utilizados pelos professores dos alunos investigados.
O capitulo 4 é reservado a descricdo e a analise dos dados. No capitulo 5 estado

as conclusdes e as consideracdes finais.

CAPITULO 1

PROBLEMATICA E QUADRO TEORICO

A necessidade de distinguir uma nocao cientifica de suas
representacdes semi(’)ticasl:| (representacdo versus representado) bem como
conhecer a “funcionalidade” dessas representacfes sdo elementos essenciais a
serem levados em conta no processo de ensino-aprendizagem da matematica

segundo a teoria do pesquisador francés Raymond DuvaIEl, teoria essa que tem

! Representacées semidticas sdo producdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a
um sistema de representacdo os quais tém suas dificuldades préprias de significado e de
funcionamento. (Duval, 1993, p.39)

2 Raymond Duval — Fildsofo e psicologo francés, desenvolveu estudos em Psicologia Cognitiva no
Instituto de Pesquisa em Educacdo Matematica (Irem) de Estrasburgo, na Franga (1970-1999).
Atualmente é professor emérito na Université du Littoral Cote d’Opale, Franga. Em suas pesquisas
trata principalmente do funcionamento cognitivo, implicado sobretudo na atividade matematica e
nos problemas de tal aprendizagem.
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trazido valiosa contribuicdo as pesquisas que tratam de aspectos do
funcionamento cognitivo relacionados a aquisicdo de conhecimentos no ambito da
Educacdo Matematica.

Para Duval, dois importantes tipos de aquisicdes funcionais sao
indispensaveis na formacao do individuo: as aquisicfes funcionais relativas aos
sistemas organicos, disponiveis ao individuo desde seu nascimento, como a
audicdo, a visdo, o tato e a memoria; e as aquisicdes funcionais relativas aos
sistemas semioticos, estes Ultimos ndo usados somente para se comunicar, mas
também para organizar e tratar as informacdes. A presente pesquisa é relativa ao
segundo tipo de aquisicdo funcional, no que tange a aprendizagem do
conhecimento matematico, em particular o de derivada

Para a analise de uma atividade de aquisicdo de conhecimento
matematico, € necessario observar dois componentes distintos: um deles é
constituido pelos préprios conteudos desta nocdo, nos quais ha os métodos e
processos para descobrir e estabelecer resultados, a validacdo; e o outro é o
componente cognitivo que visa a observar os processos pelos quais o individuo
tem acesso aos conhecimentos, e que é fundamental para a compreensdo dos
processos de aprendizagem.

Nesta perspectiva, observar 0s processos que levam o estudante a ter
acesso a nocdo de derivada € observar se ele tem ou ndo familiaridade com as
diferentes representacbes semidticas do conceito e com as consequentes
conversdes de um registro a outro.

Destaca-se que Duval toma como Pierce (apud Duval, 1999) que

representacdo é: “alguma coisa que se tem, (para alguém), no lugar de alguma



outra coisa” e, para ele, esta definicho permite de imediato distinguir
representacao e objeto que ela representa.

Segundo Duval (1999), a confusdo entre uma nocdo matematica e a
representacdo que permite o acesso a ela pode constituir-se num dos problemas
centrais da aprendizagem dessa nocao. A nocao de derivada como todo objeto
matematico, € uma nocao abstrata, isto €, ndo € acessivel a percepcédo. Assim
sendo, € a representacdo que possibilita sua apreenséo. Para a representacao de
um objeto matematico séo utilizados simbolos, gréaficos, tabelas, lingua natural.
S&ao0 esses 0s meios de correspondéncia entre o objeto matematico em estudo e
as atividades cognitivas do pensamento do estudante. Cada tipo de
representacdo traz consigo um conteudo diferente estabelecido pelo sistema no
qual ela foi produzida e, desta forma, representacdes distintas do conceito de
derivada apresentam caracteristicas também distintas deste conceito. O conceito
de derivada é por exemplo: “o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de
uma funcdo f num ponto p de abscissa X’ (registro da lingua natural);

simbolicamente representa-se esse conceito por “f'(x)”. A apreensdo dessas

caracteristicas diferentes so0 sera efetiva quando o sujeito atingir o estagio no qual
seja capaz de tratar as diversas representacdes de derivada, efetuar tratamentos
e conversdes de uma representacdo para a outra atribuindo a elas o significado
adequado de representacéo de “alguma coisa”.

Duval (1999) afirma: “O ponto comum do bloqueio para a aprendizagem
a grande maioria dos alunos, quaisquer que sejam os dominios de atividade
matematica e qualquer que seja o nivel do curriculo, € a incapacidade de
converter a representacdo de um objeto em outra representacdo do mesmo

objeto”.



Ja a funcédo de tratamento de uma representacdo é a transformacéo
desta no interior do mesmo registro em que foi formada, obedecendo as regras
proprias de cada registro e ao numero de tratamentos e sua natureza que variam
consideravelmente de um registro para outro. E importante destacar que os

tratamentos séo ligados a forma e ndo ao conteudo do objeto matematico.

Exemplo 1: Tratamento no registro simbaolico algébrico
Sendo f(x)=(x*+1) [{2x-3), determine f'(x). Para tal & necessario
efetuar os passos seguintes no interior do registro algébrico.
fr(x) =(x* +1) 2+ (2x - 3) [2X
f'(x) =2x* + 2+ 4x* —6x
f'(X) =6x> —6x+2

E préprio da atividade matematica mobilizar simultdnea ou
alternadamente varios registros de representacdo semidtica. As mudancas de
registros de representacdo, assim como um tratamento, sdo de grande
importancia para o ensino e a aprendizagem do conceito de derivada.

A conversdao ndo é um processo puramente conceitual, envolve o
conceito de congruéncia e ndo-congruéncia. Quando a passagem de um registro
de representacdo (registro de partida) leva a outro registro de representacao
(registro de chegada) de forma natural, isto €, a representacdo do registro de
partida é transparente a representacdo no registro de chegada, diz-se que na
conversdo ocorreu um fendmeno de congruéncia (Exemplo 2). De outra forma,

quando o registro de partida impde maior dificuldade de pensar ou visualizar a




representacdo do registro de chegada, diz-se, entdo, que na conversado ocorreu

um fenbmeno de ndo-congruéncia (Exemplo 3).

Exemplo 2: Fenbmeno de Congruéncia

dy

4 (a) —> Derivada de y em relagéo a x no ponto a
X

Exemplo 3: Fendmeno de Nao-congruéncia

f'(a) —=—=>Coeficiente angular da reta tangente a curva de fungcdo f no

ponto onde x=a

Xli_mp 109~ 1(p) ——> Derivada da funcdo f no ponto onde x=p
X=p

Segundo Duval, no ensino e aprendizagem da matematica, 0s
fenbmenos de ndo-congruéncia sdo mais comuns nas conversdes entre 0sS
registros que os de congruéncia.

Apesar das dificuldades encontradas, € imprescindivel que ocorram as
conversdes nos dois sentidos, pois a aprendizagem requer uma coordenacao dos
distintos registros de representacdo que um dominio de conhecimento mobiliza.

Estudos sobre a aprendizagem da nocao de derivada sob o prisma da
teoria dos registros de representacdo ndo sao muito encontrados na literatura.

A tese de doutorado: “Continuites et ruptures dans la transition terminale S/
DEUG Sciences em analyse. Le cas de la notion de derivée et son
environnement”, de Frédéric Praslon da Université de Marne La Vallée et equipe

DIDIREM (Université de Paris) (2000) € um dos trabalhos que encontramos nessa
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direcdo e tomado como referéncia para esta pesquisa. Nessa tese, Praslon
explora o processo de aprendizagem da nocdo de derivada, na transicdo do
ensino médio para os primeiros anos da Universidade, na Franca. Em sua
pesquisa, Praslon toma os diversos registros da nocédo de derivada: algébrico,
grafico, numérico e lingua natural, sem a identificacdo dos mesmos. O autor
classificou os registros de representacéo de derivada em varios grupos em funcao
da importancia que eles tomam nos enunciados das questdes ou nas solucoes, a
saber: “registros dominantes”, “registros secundarios”, “registros minoritarios”.
Dentro desta classificacdo, o autor fez uma andlise dos registros que aparecem
nos enunciados das questdes propostas pelos livros didaticos e pelas solugdes
esperadas. Todo esse estudo (classificacédo, tabulacdo dos dados, analise...) foi
resultante da analise de livros e manuais adotados nas ultimas séries do ensino
médio e de livros e manuais adotados nas primeiras séries do ensino superior,
selecionados por serem os mais utilizados, cada um em seu respectivo ambiente.

Recebem destaque também os tipos de conversdes entre 0s registros,
utilizadas nos exercicios de livros e manuais didaticos, adotados nas escolas
francesas de ensino médio. Em poucos casos, essas conversfes estdo ao
encargo dos alunos; entretanto, na maioria das vezes, sao solicitadas
explicitamente pelos textos, como no exemplo: “... usando a curva e os valores da
funcdo tangente, deduzir as solu¢cbes da equacdo..” (Praslon, 2000).
Praslon destaca: “as conversdes entre 0s registros de representacdo de
Derivada, ndo sdo pedidas como meio de reduzir as dificuldades particulares
encontradas no registro de origem, para resolver um problema dado, mas para

traduzir simplesmente um resultado ja obtido”. Por exemplo, o aluno deve saber



interpretar graficamente uma propriedade que ele acaba de estabelecer no
registro algébrico, em termos de posicado relativa curva/tangente, tangente
vertical, inclinacdo (positiva ou negativa) da reta tangente, etc. Estas
interpretacdes séo frequientemente sugeridas pelos enunciados.

O nosso trabalho investiga quais registros de derivada os alunos
reconhecem como tal e suas competéncias nos tratamentos e conversdes dos
registros de derivada com alunos que ja estudaram Calculo Diferencial e Integral,
e ainda, quais destes registros sao preferencialmente mobilizados pelos alunos e
em quais significados do conceito de derivada (coeficiente angular; taxa de
variacao).

Em geral dois tipos de enfoques podem ser encontrados no ensino da
nocdo de Derivada, o tedrico, ligado aos conceitos e definicbes, ou o técnico
voltado mais para processos e técnicas. A pratica docente e também pesquisas,
como: Amit e Vinner (1990), Hiebert e Lefevre (1986) e Leme (2003), tém
indicado que estudantes conseguem bons resultados em trabalhos sobre derivada
que enfocam o0s aspectos operatorios, ndo sendo o caso quando realizam
trabalhos sobre 0 mesmo tema, porém com enfoques conceituais. Mas o0 que se
constata em pesquisas é que as noc¢bOes fundamentais desse ramo da
matematica, em particular a nocdo de derivada, apresentam dificuldades aos
estudantes que cursam 0 ensino superior.

Referenciando-nos na Teoria dos Registros de Representacgao,
levantamos, como hipdétese de pesquisa, que muitas das dificuldades dos
estudantes estejam exatamente em distinguir a nocdo de derivada e suas

representacfes semioticas, bem como transitar pelos diversos registros que
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representam essa nocdo. Admitindo também que a atribuicdo dos significados
depende dos diversos registros de representacdo do objeto matematico, e que o
conhecimento da funcionalidade dos registros pode ser um dos entraves na
aprendizagem deste conceito, sdo formuladas como questdes para esta pesquisa:

Quais os registros de representacdo do conceito de derivada sao
reconhecidos pelos alunos como tal?

Os alunos dominam os tratamentos efetivados no interior de cada registro e
as conversdes entre eles?

Quais conversdes entre o0s registros de derivada sdo mais
espontaneamente utilizadas pelos alunos?

E possivel identificar que registro da nocéo de derivada gera para o aluno
maior dificuldade de interpretacao?

O objetivo desta pesquisa €, portanto, contribuir para a andlise de
dificuldades na aprendizagem da noc¢éo de derivada e consequentemente indicar
elementos que devem ser levados em conta nas abordagens para a melhoria do
ensino do Calculo. Nossa contribuicdo esta em diagnosticar dificuldades que os
alunos possam apresentar em distinguir representacdes semidtica da nocgéo de
derivada e seus significados, bem como de dominio de tratamentos e conversoes.
Estamos considerando que a apresentacdo ou exposicdo dos registros de
representacdo de derivada pelos livros didaticos e também pelos professores, nas
diferentes situag6es em que este conceito € abordado, nem sempre segue uma
padronizacdo. O que estamos apontando é que um registro simbdlico de
derivada, como taxa de variacéo instantanea, pode ser preferencialmente utilizado

por um livro didatico em uma certa situacdo (como, por exemplo: elasticidade),



enquanto que para a mesma situagcdo, outros livros e professores privilegiem
outra representacdo simbolica, e até mesmo outro registro como o de lingua
natural. E possivel que este fato corrobore com outras dificuldades dos
estudantes em reconhecer o significado da derivada e assim o0s impeca de

transitar entre os registros de representacdo do mesmo conceito matematico.

CAPITULO 2

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A primeira tarefa que realizamos para o desenvolvimento desta
pesquisa foi a de identificacdo dos registros de representacdo do conceito de
derivada que sdo apresentados aos estudantes. Para isso, selecionamos alguns
livros didaticos de Calculo | pelo critério dos mais utilizados pelos professores das
Universidades que os sujeitos pesquisados frequentam. Foram entrevistados seis
professores.

ApoOs as entrevistas, fizemos um levantamento maior de dados com a
intencdo de verificar a ocorréncia desta bibliografia em todo o pais. Foram
enviados cerca de 120 e-mails e obtidas 18 respostas (anexo ).

Utilizamos dois critérios para a escolha dos livros didaticos:

10



1)

2)

Os livros adotados e/ou indicados pelos seis professores entrevistados
deveriam aparecer na bibliografia da maioria dos professores
(consultados) dos cursos de Calculo no Brasil, isto €, considerou-se o
nivel de aceitacdo e predilecio por parte dos docentes que

responderam aos e-mails enviados.

Os livros deveriam conter um numero consideravel de exemplos,
exercicios resolvidos, que contivessem varios tipos de registros de
representacao.

A analise dos livros didaticos teve a intencdo de delimitar os possiveis

registros de representacdo de derivada que serviriam de referéncia para uma

analise comparativa com o0s registros utilizados pelos sujeitos pesquisados.

Foram selecionados, no total, quatro livros didaticos subdivididos em dois grupos:

1)

2)

Autores nacionais

Calculo A — Diva Marilia Flemming & Miriam Buss Gongalves — Editora
Makron Books — 52 Edicdo — S&o Paulo — 1992

Um Curso de Calculo — Hamilton Luiz Guidorizzi — LTC Editora — 52 Edicéo
— Rio de Janeiro — 2001

Autores estrangeiros

O Calculo com Geometria Analitica — Louis Leithold — Editora Harba —
Volume 1 — 32 Edi¢cdo — S&o Paulo — 1994

Célculo com Geometria Analitica — Earl William Swokowski — Editora

Makron Volume 1 — S&ao Paulo — 1994

11



A segunda tarefa foi a de revisdo de literatura, da qual destacamos trés
trabalhos de conclusdo de mestrado, (Meyer, Leme, D’Avoglio) sobre o ensino e a
aprendizagem da derivada, orientados por Sonia Igliori, na PUC-SP. Nosso
trabalho vem compor, junto com os trabalhos de Meyer e Leme, um grupo de
pesquisa que tem como foco de pesquisa a aprendizagem, enquanto que O
trabalho de D’Avoglio enfoca o ensino.

Entendemos que esses trabalhos podem contribuir para uma reflexao
sobre as dificuldades apontadas no ensino/aprendizagem do conceito de
derivada. De uma forma especial, estamos interessados em verificar se
dificuldades podem ter origem na problematica relativa a representacdo semiotica
e conceito representado.

O trabalho de Meyer (2003), intitulado Derivada/Reta Tangente:
Imagem Conceitual e Definicdo Conceitual, propde investigar elementos da
imagem conceitual e definicdo conceitual, relativos ao conceito de derivada,
quando interpretados geometricamente. Meyer, em seu levantamento
bibliografico, apresenta diversas pesquisas que mostram 0 sucesso dos
estudantes em tarefas que abordam aspectos operatorios no ensino do Célculo,
em contraposicdo ao fracasso em realizar tarefas de Calculo que enfocam os
aspectos conceituais. Essa questdo evidencia a existéncia de diferentes tipos de
conhecimento matematico: um deles relacionado a compreensdo dos conceitos
matematicos, o0 outro, aos procedimentos adotados para resolver tarefas
matematicas. A partir disso, se propde-se a investigar o processo de
estabelecimento de relacdes entre as varias partes da informacdo que constituem
0 conhecimento matematico. E busca responder as seguintes questdes: “Que

imagem conceitual e definicdo conceitual podem ser inferidas de estudantes que
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ja cursaram as disciplinas Calculo | e II, a partir dos aspectos relativos ao conceito
de derivada, mobilizados por eles na resolugédo de tarefas que envolvam tal
conceito?”, “Que tipos de relagbes existem entre imagem conceitual, definicdo
conceitual e a definicdo formal de derivada?”. Considerando que o conceito de
derivada admite varias interpretacdes, Meyer supfe a existéncia de uma ampla
diversidade de representacdes visuais, imagens mentais e colecbes de
impressdes e experiéncias relativas ao conceito de derivada, constituindo a
imagem conceitual a ser investigada em alunos que ja cursaram as disciplinas de
Céalculo | e Il. A pesquisadora ainda expde que seu interesse ndo € avaliar o
sistema cognitivo do sujeito pesquisado no que diz respeito ao conceito de
derivada, mas somente a parte do sistema cognitivo que venha a ser ativado
pelos problemas propostos. Pensamos que nosso trabalho complementa a
pesquisa de Meyer, pois, para que o0 estudante possa ativar seu sistema cognitivo
na apreensao de qualquer objeto matematico, é necessario passar pelos registros
de representacao.

Achamos importante destacar, nas consideracdes finais do trabalho de
Meyer, algumas conclusdes sobre as respostas dos sujeitos investigados por ela,

a saber:

* A equacado da reta tangente ao grafico de f, no ponto (a,b), é
concebida como sendo a funcéo derivada de f, quando se deseja
determinar f'(a).

* A propriedade segundo a qual se L € a reta tangente ao grafico de
f em (ab), entdo, f(a)=1f'(a)=b, isto é, a derivada de f em

X=a € interpretada como sendo a ordenada b do ponto (a,b) no
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qual a reta tangencia o grafico da funcdo f, quando se deseja

determinar f'(a).

Avaliando as afirmac¢des acima, verificamos como sédo confusas as
interpretacbes dos alunos pesquisados. Por exemplo, podemos notar pelo 1°
topico que a funcéo derivada (lingua natural), que esta sendo interpretada como a

equacao da reta tangente, foi mobilizada pelo aluno na determinacéo de f'(a)

(registro simbdlico), que, na verdade, representa a inclinacdo desta reta tangente.
Esta confusdo cometida pelos estudantes pode ser um indicio da dificuldade
relacionada a registros de representacao do conceito de derivada.

A pesquisa de Leme (2003), intitulada "Aspectos processuais e
estruturais da nocdo de derivada”, realiza uma analise de livros didaticos,
conduzida pelo pressuposto teorico de Sfard (1991), segundo o qual, “nocdes
abstratas podem ser concebidas de duas maneiras fundamentalmente diferentes:
estruturalmente, como objetos, e operacionalmente, como processos”. Sfard
afirma que interpretar uma nogdo matematica como objeto significa poder referir-
se a ela como se fosse algo real, uma estrutura estética, existindo em algum lugar
no espaco e no tempo, podendo-se reconhecer a idéia desde o primeiro
momento, dominando-a e tendo controle sobre seu significado. De outra forma,
interpretar uma nocdo matematica como processo implica vé-la como algo
dindmico em que a nocgdo se revela através de uma sequéncia de acbes e

procedimentos.
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Sfard (1991) atesta que
“Diferente de objetos materiais, as elabora¢cdes de matematica avancada
sdo totalmente inacessiveis para nossos sentidos — elas s6 podem ser
vistas pelos olhos de nossa mente. Além disso, quando desenhamos uma

fungcéo ou escrevemos um numero, temos o cuidado em enfatizar que tal

signo no papel € uma entre as varias representacoes possiveis da mesma

entidade abstrata, que ndo pode ser vista nem tocada...” (grifo nosso)

Sublinhamos na fala de Sfard aquilo que acreditamos corroborar com
nossa pesquisa. “O cuidado em enfatizar que tal signo no papel (...)” vem ao
encontro da nossa intencdo de verificar o reconhecimento dos registros de
representacéo do conceito de derivada como tal e as especificidades de cada um.
Este cuidado deve ser proprio daqueles que participam do ensino da matematica,
sejam como autores de livros didaticos ou professores, lembrando que cada
registro traz consigo diferentes caracteristicas e informacdes sobre o conceito
ensinado. Neste estudo, Leme pretendia apontar possiveis causas de dificuldades
para a compreensdo conceitual da nocdo de derivada, e, segundo suas
conclusdes, podemos citar algumas dessas possiveis dificuldades: dificuldades
inerentes ao desenvolvimento do pensamento cientifico; a falta de atividades,
discussfes ou exercicios que propiciem aos estudantes atingirem o estagio de
reificacdo; e, por fim, o privilégio das representacdes simbdlicas do conceito de
derivada encontradas nos livros didaticos. Pensamos que nosso trabalho possa
complementar as investigagdes de Leme (2003) no que se refere aos registros de
representacdo. Estaremos verificando quais destes registros estdo sendo,

realmente, mobilizados pelos alunos.
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D’Avoglio em, "Derivada de uma funcdo num ponto: uma forma
significativa de introduzir o conceito”, desenvolveu uma pesquisa interventiva,
com alunos que iniciavam o curso superior na area de Exatas. E tinha como
objetivo investigar se a introducdo do conceito de derivada de uma funcdo num
ponto, por meio de conceitos familiares aos alunos, implicaria uma melhor
aprendizagem dessa nocao. Para isso, utilizou-se de uma sequéncia didatica,
contendo sete atividades, elaboradas a partir do conceito de cinematica, mais
especificamente o de velocidade instantanea, ja estudado pelos alunos.

Outros trabalhos que fizeram parte de nossa investigagdo e que
entendemos vir ao encontro do nosso interesse de pesquisa sdo a seguir
apresentados.

Kendal (2001), em sua tese de doutorado, na Universidade de
Melbourne — Australia, na qual é feito um levantamento das representacdes que
envolvem o conceito de derivada. Nesse trabalho € apresentado o que a autora
denomina Arquitetura Conceitual da Derivada e que possui a seguinte

configuragao:

Processo Cognitivo

/'

Dados de Entrada Saida

Com a analise centrada na estrutura das questfes, Kendal (2001)
construiu trés parametros para o estudo das representacdes do conceito da

derivada; sao eles:
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» Representacédo de entrada
» Processo cognitivo que relaciona as representacdes de entrada com
as representacoes de saida

» Representacédo de saida

Entrada Processo Cognitivo Saida
Numéricos (N) Formulacéo (F) Numeéricos (n)
Graficos (G) Interpretacao (I) Graficos (g)
Simbdlicos (S) Simbdlicos (s)

Kendal (2001) utilizou letras mailsculas e letras minasculas para
diferenciar as representacfes de entrada das representacBes de saida.
Chamou de Formulagéao (F) a habilidade de reconhecer a representacéo
de entrada, sejam representagcbes numéricas, graficas ou simbdlicas. E
chamou de Interpretagéo (I) a habilidade de discorrer sobre uma entrada
explicando em lingua natural ou dando sentido equivalente, de uma
derivada, nas representacdes numeérica, grafica ou simbdlica. Construiu
com isso um protétipo formado por 18 casos, 0s quais ela denomina
“competéncias”, a partir da combinacdo das possibilidades de ocorréncia
destes trés parametros.

ENTRADA
Numérica(N) | Gréfica (G) | Simbdlica (S)
‘ Numérica NFn GFn SFn
SAIDA (n) NI n Gln Sln
Grafica NFg GFg SFg
(9) NIg Glg Slg
Simbdlica NFs GFs SFs
(s) NI s Gl s Sl's

Tabela 1

Kendal (2001) fez um trabalho centrado na utilizacdo de um software,
Computer Algebra Systems (CAS), no ensino do Calculo (a nocédo de derivada)

utilizado por professores no ensino médio. Investigou o processo de ensino-
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aprendizagem na utilizacdo deste software por dois professores, que abordaram
as multiplas representacdes da nocdo de derivada. A tabela 1 (Quadro das
competéncias da Diferenciacdo) acima foi desenvolvida para identificar as
competéncias fundamentais associadas com as multiplas representacbes do
conceito de derivada. Essas competéncias fundamentais foram analisadas a partir
da aplicacdo de véarias atividades pedagogicas e funcionais através da utilizacao
do software (CAS). Esse quadro guiou a construcdo dos instrumentos de teste,
monitoramento dos professores e analise da aprendizagem em relacdo ao ensino
da nocdo de derivada. Vale destacar neste trabalho a seguinte afirmacéo de
Kendal: “as representagfes simbdlicas e gréficas provaram ser as representacfes
mais importantes e U(teis do conceito de derivada para enfatizd-la e fazer
conexdes.” Consideramos que essa afirmacédo se remete as atividades aplicadas
no contexto da pesquisa de Kendal no qual o computador e a calculadora grafica
sao focados como ferramentas de ensino. Outro dado importante observado nas
conclusdes deste trabalho é a relacdo de ensino aprendizagem, na qual se
destaca a importancia da metodologia utilizada pelo professor e suas praticas de
ensino.

“As aulas desenvolveram compreensdes diferentes do conceito de
derivada que parecem relacionar diretamente ao efeito combinado das
preferéncias dos professores por representagcbes métodos e estilo de

ensino, e o uso da tecnologia do CAS.” (Kendal, 2001, p.192)

“Os privilégios dos professores, reforcados pelas suas crencas no
propésito de ensinar e em suas visdes de aprendizagem, influenciaram,
no contexto matematico que eles ensinavam e como eles ensinavam, e em
consequéncia quais processos cognitivos foram enfatizados ou ignorados.”
(Kendal, 2001, p.190)
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Essa pesquisa foca o ensino introdutério do Calculo, especificamente a
nocéo de derivada, utilizando a ferramenta computacional (CAS). Aponta os bons
resultados conseguidos pelos professores que utilizaram o que ela chama de
multiplas representa¢fes do conceito de derivada, mostrando ainda que o0 uso
destas representacdes € proprio da experiéncia e do conhecimento de cada
professor.

O trabalho de Kendal (2001) reforca a importancia em diagnosticar
como os alunos dos cursos de exatas, preferencialmente licenciatura em
matematica, tratam e articulam a diversidade dos registros de lingua natural,
expressOes algébricas, representagbes graficas, expressdes numéricas no
ensino-aprendizagem da derivada.

A pesquisa feita por Cassol (1998) “Producdo de Significados para a
Derivada: Taxa de Variagcdo” investiga a compreensao dos alunos com relacdo ao
significado deste conceito. Nesse estudo o autor faz um exame dos significados
que podem ser produzidos para a derivada no processo de ensino e
aprendizagem. Ele utilizou o Modelo Teérico dos Campos Semanticos - MTCS?
desenvolvido por Lins (1992), e, com base nesse modelo, formulou cinco
significados para derivada: derivada como um limite, derivada como declividade
de reta tangente, derivada como resultado da aplicacdo de uma férmula, derivada
como velocidade e derivada como taxa de variagdo. No desenvolvimento desse
trabalho, Cassol realizou uma pesquisa de campo, composta por um teste
diagnéstico e entrevistas, na tentativa de verificar quais significados sao

produzidos para a derivada com as aulas tradicionais de Calculo | na universidade

® O MTCS foi formulado por R6mulo Campos Lins em sua tese de doutorado submetida a
Universidade de Nottingham em 1992. Em sua proposic¢éo inicial, o MTCS foi concebido como um
meio de explicar conhecimento e diferenciar pensamento algébrico de Algebra. “O MTCS surgiu
devido a necessidade do autor de responder as perguntas ‘O que é conhecimento? O que é 0
significado?” (LINS apud Cassol (1998)
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UNISINOS. Cassol constata no final de sua pesquisa a falta de habito do aluno
em examinar e declarar significados produzidos, com conceitos, férmulas,
representacbes graficas e numéricas. Dos cinco significados propostos e
examinados nessa pesquisa, a derivada como taxa de variagao foi aquele em que
os alunos se sentiam mais proximos da compreensdo do conceito de derivada,
contudo foi muito dificil, para eles, fazerem uso desse significado para expressar
descricbes de fenbmenos. Durante a descricdo desse trabalho o autor faz uma
andlise da construcdo de cada significado de derivada, levantado por ele,
mostrando detalhadamente as dificuldades concernentes a essa construgao.
Dificuldades que vém desde lacunas deixadas no ensino médio com relagdo ao
estudo de funcdes, a compreensao conceitual de limite, a articulacdo entre os

registros de derivada, entre outros.
Logo, trouxemos esses apontamentos sobre o significado do conceito

de derivada, ndo porque eles contribuam significantemente para a nossa questao
de investigacdo, mas, sim, para constatarmos que a problematica, envolvendo a
relacdo entre o conceito de derivada e seus significados, passa pelos registros de
representacao e suas conversoes.

Citamos ainda os seguintes artigos apresentados no IV EPEM (1996),
gue concorrem com nosso tema: Fusco e Almouloud, “Um Estudo da
Transposicdo Didatica da Derivada”, no qual os autores apresentam a origem do
conceito de derivada e também fazem uma analise critica das dificuldades
encontradas nos manuais didaticos, ligadas a transposicdo didatica do “saber
sébio” da derivada para o “saber ensinado”. E o artigo de Silva e Igliori, “Um
Estudo Exploratério sobre o conceito de Derivada” Neste artigo é apresentada

uma forma alternativa de propiciar ao aluno a constru¢cdo do conhecimento da
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derivada em substituicdo ao tratamento classico (apresentacdo de definicdes,
propriedades, técnicas e algumas aplicacoes).

Outros trabalhos pesquisados também proporcionaram a evolucédo dos
nossos estudos e nos motivaram, uma vez que, a partir desses levantamentos,
pudemos perceber quéao restrita € a pesquisa na area da Educacdo Matematica,
no Brasil, que enfoca o estudo do conceito de Derivada. Para encerrar nosso
levantamento bibliografico, deixamos aqui como referéncia estes trabalhos
consultados, para que possam contribuir com o estudo do ensino e aprendizagem

do Calculo, em patrticular a nocéo de derivada, a saber:

DALL'ANESE, Claudio, "Conceito de Derivada: uma proposta para seu
ensino e aprendizagem”, Este trabalho tem como objetivo analisar a
contribuicdo da pratica pedagdgica do trabalho em grupo ao se introduzir
os conceitos do Célculo Diferencial e Integral, em particular, o conceito de

Derivada.

FIGUEIRA, R. P. “Um ensino individualizado sobre a derivada de fungbes
algébricas.” Apresenta uma alternativa para a introducao do conceito de

n

Célculo nos primeiros anos do curso superior, que se trata da "a
apresentacdo da teoria de forma a obrigar o estudante a seguir
individualmente uma linha de trabalho onde Ihe é exigida operatividade a

medida que assimila o conteudo teorico”.

KOGA, Miguel Tadayuki. “Uma andlise no discurso de alguns professores
de Calculo Diferencial e Integral do Curso de Licenciatura em Matematica.”
Koga (1998) investigou a importancia da disciplina de Calculo a partir de
entrevistas e analise de documentos pedagdgicos e curriculares. Os resultados
desses estudos apontaram para a necessidade de estruturar uma

formacédo especifica para o licenciando que seja distinta do bacharel.

PACHECO, Adilson Roberto. Um estudo de Atitudes em Relacdo ao
Célculo Diferencial e Integral, em Estudantes Universitarios. Neste estudo

teve-se por objetivo verificar o tipo de atitudes em relagdo ao calculo,
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presente em estudantes universitarios, utilizando como instrumento a
Escala de Atitudes elaborada por Aiken (1969), revista por Aiken e Dreger
(1971) e adaptada por Brito (1993).

REIS, Frederico da Silva. “A Tensao entre rigor e intuicdo no ensino de
Célculo e Analise: Visdo de Professores-Pesquisadores e Autores de
Livros Didéaticos.” Com a intencéo de investigar o papel do ensino de Célculo e
Andlise na formacdo do professor, Reis (2001) combinou um estudo histérico-
epistemoldgico destas disciplinas com andlise de entrevistas com professores
pesquisadores e/ou autores desta area e, ainda, uma andlise de alguns manuais

didaticos produzidos ou recomendados pelos entrevistados.

SCHREINER, Ingo Valter. Calculo integral e diferencial — uma abordagem

integradora ao estudo de funcées em Calculo | e no ensino médio

GIRALDO, V. e CARVALHO, L. M. “Magnificacdo e Linearidade Local:
Novas Tecnologias no Ensino de Conceito de Derivada.” Os autores tém
por objetivo neste trabalho apresentar uma proposta alternativa para a
abordagem do conceito de Derivada. Esta proposta se baseia na
formulacdo tedrica desenvolvida por David Tall, na qual a Derivada €
apresentada a partir da nocéo de local straightness, com a visualizagédo de
gréficos de fungbes no computador. A partir da nocdo de imagem
conceitual os autores propdem alguns passos para construcdo grafica
deste conceito, com objetivo de enriguecer ao maximo as formas de
representacdo e conexdes que o aluno venha a construir no processo de

entendimento da definicdo de Derivada.

O procedimento metodolégico propriamente dito foi o seguinte: Foram

aplicados dois testes com objetivo diagndstico com o intervalo de seis meses

entre eles.

O primeiro teste foi aplicado em trés instituicbes universitarias

particulares da regido sudeste. A primeira € uma faculdade de Engenharia

Elétrica, que funciona em periodo integral com alunos oriundos, em sua maioria,
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de escolas particulares do ensino médio. As outras duas sao faculdades de
Licenciatura em Matematica do periodo noturno com grande parte dos alunos
trabalhando durante o dia e com procedéncia de escolas da rede publica de
ensino médio. O pesquisador esteve presente durante as aplicacdes do teste e o
professor da disciplina de Célculo deixou de comparecer na aplicacdo em uma
das instituicoes. A aplicacdo durou sempre 50 minutos, tempo correspondente a
uma aula.

Na Faculdade de Engenharia (Faculdade ), o teste foi aplicado a 78 alunos,
correspondendo a uma turma do 22 Semestre (curso de regime semestral). Os
estudantes estavam sentados em uma bancada que comporta 5 pessoas, 0 que
interferiu na postura dos estudantes quanto a resolucdo de forma individual.
Alguns dos alunos dessa turma devolveram rapidamente as folhas do teste,
entregando as questdes em branco. Houve, assim mesmo, outros alunos
(sentados mais proximos do pesquisador e do professor) que desenvolveram
suas atividades atendendo aos critérios estabelecidos, isto é, dentro do prazo e
individualmente. Alguns estudantes comentaram sobre a dificuldade relacionada a
interpretacdo do conceito envolvido nas atividades, justificando que, durante o
curso de Calculo I, o que havia sido cobrado foi a técnica de derivacdo e que o
conceito e o significado da derivada tinham sido menos explorados.

Na primeira faculdade de Licenciatura em Matematica (Faculdade 1), o
teste foi aplicado em duas turmas, 4° e 6° periodos (curso de regime semestral),
em um total de 63 alunos. O 4° periodo contava com 30 alunos na sala que
aceitaram as condicdes estabelecidas, resolvendo as questdes individualmente e

com interesse. Neste caso, a aplicagdo do teste realizou-se de modo mais
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tranquilo, sendo o fato de as salas de aula terem espaco suficiente para que as
carteiras fossem separadas, interpretado como favoravel a isso. Nessa turma os
alunos ficaram todos até o final do tempo estabelecido, mesmo aqueles que
entregaram as questdes em branco, ou com justificativas do tipo — “ndo lembro”,
“esqueci” e “s6 sei derivar”. Na outra turma de Licenciatura em Matematica, dessa
mesma faculdade, 6° periodo, 33 alunos participaram do teste. Da mesma forma,
como ocorrido no 4° periodo, cada um procurou responder a suas questdes, sem
necessidade da interferéncia do professor ou do pesquisador.

Na ultima faculdade (faculdade IIl), de Licenciatura em Matematica, 28
alunos responderam as questdes, sendo 16 do 4° periodo e 12 do 6° periodo
(curso de regime semestral). A relagcdo dos alunos da Faculdade Ill com a
atividade foi idéntica para os dois periodos. Mostraram-se indispostos a fazer o
teste, justificando que ndo conseguiram entender nada sobre o assunto em pauta.
Porém, apds algumas explicacbes do pesquisador sobre a intengédo da pesquisa,
os alunos cooperaram e participaram das atividades na presenca apenas do
pesquisador. Foram muitos os pedidos de esclarecimento sobre as questdes,
contudo o pesquisador respondeu apenas — “faca o que vocé lembrar’ ou
“responda o que vocé acha”, tentando nao interferir nas resolucoes.

De todos os 169 alunos que participaram do teste, 43 alunos nao
responderam a nenhum item, entregaram o teste em branco, ou com as seguintes
respostas: “nao sei responder”, “ndo me lembro” e “so sei derivar”.

A estratégia adotada em todas as salas das trés faculdades foi a
seguinte: primeiramente foi distribuida aos alunos a folha com as duas primeiras

questdes, e, apds a devolucdo desta, a outra folhna com as duas ultimas questdes.

24



Este procedimento foi utilizado para garantir que os alunos resolvessem as
questdes na ordem de preparacdo das mesmas, sendo que deveriam desenvolver
um trabalho inicial com as representacfes simbdlicas, contempladas na primeira
questdo, e que, possivelmente, pudessem interferir na resolucdo das ultimas
questdes, 0 que nao desejavamos. Pois era suposicado inicial que os alunos
encontrariam maior dificuldade em mobilizar as representacfes simbdlicas do que
as representacdes na lingua natural.

Na andlise a posteriori, de alguns itens do teste, ndo pudemos
interpretar as solucdes apresentadas pelos alunos pelo fato de ndo conseguirmos
estabelecer uma relacdo entre a representacdo utilizada em suas respostas e o
conceito matematico envolvido. O questionario foi composto por quatro
questdes, envolvendo os registros de representacdo do conceito de derivada
encontrados nos livros didaticos selecionados.

O segundo teste abrangeu parte dessa populacdo num total de 32
alunos do 6° periodo da Licenciatura em Matematica. Durante a aplicacdo deste
teste, alguns alunos relutaram em questionar o item b da questéo 3, indagando se
este ndo estava incompleto. Apenas sugerimos que escrevessem no item suas
interpretacfes e queixas. O professor da disciplina de Célculo esteve presente
durante todo o tempo, colaborando com a aplicacdo do teste, que durou 80
minutos aproximadamente. A expectativa era a de que os alunos gastassem 50
minutos para a conclusdo das questbes, porém, a pedido dos mesmos,
acrescentamos 30 minutos para o término.

As analises dos dados (1° teste e 2° teste) foram tanto qualitativas

quanto quantitativas.
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CAPITULO 3

A NOCAO DE DERIVADA

Com o objetivo de entender o processo de conceitualizacdo da nocao
de derivada, elaboramos alguns estudos. No primeiro, procuramos analisar 0s
aspectos historicos que levaram ao desenvolvimento dessa nocao, apontando,
dentre esses, a concepcdo dos registros de representacdo desse conceito
matematico, uma vez que os registros de representacdo sdo alvo desta pesquisa.
De acordo com o historiador Florian Cajori, "sem uma notagdo bem desenvolvida
o calculo diferencial e integral ndo poderia ter desempenhado o seu grande papel
na matematica moderna”’. No segundo estudo, buscamos analisar as definicbes
encontradas nos livros didaticos, levantando os registros de representacao que
eles apresentam, bem como o significado da nocdo de derivada, considerando

nesta andlise as situacbes em que estes registros aparecem.

A nocdo de derivada é, na Histéria da Mateméatica, uma nocéo
relativamente recente uma vez que surgiu pela primeira vez no século XVII. Nesta
época 0s outros ramos da Matematica ja eram considerados desenvolvidos, mas
foi sé neste século que o calculo diferencial e integral se consolida como &rea da
Matematica. Até este século ndo estavam definidos os conceitos de funcéo, de

variavel, de limite e de derivada. O conceito de derivada surge ligado a
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determinacao da velocidade instantanea, a determinacéo de tangentes a curvas e

a determinacdo de maximos e minimos de uma fungéo.

Acredita-se que, por volta de 1629, FermatEI elaborou um método
algébrico para determinar os pontos de maximo e os pontos de minimo de uma
funcdo. Ele encontrava geometricamente 0s pontos onde a reta tangente ao
grafico de uma funcéo tinha inclinagéo zero, ou seja, buscava os pontos em que 0

coeficiente angular da reta tangente era nulo.

“Ele comparou o valor de f(X) num ponto com o valor f(x+E)

num ponto vizinho . (...) Portando para achar os pontos de méaximo e de
minimo Fermat igualava f(x) e f(x+E), percebendo que os valores,
embora ndo exatamente iguais, sdo quase iguais. Quanto menor o
intervalo E entre os dois pontos mais perto chega a pseudo-equacéao, de
ser uma verdadeira equacao; por isso Fermat, depois de dividir tudo por

E fazia E=0." (Boyer,1996. p.240)

+ —_
O processo de Fermat equivale hoje, a achar:  _lim, fa EE) f(a)

Naqguela época Fermat ndo dispunha do conceito de limite, contudo seu
método para maximos e minimos se assemelha ao usado hoje no Calculo, sé que
agora se usa em geral o simbolo h ou Ax em lugar do E de Fermat. Apds alguns
anos ele também descobriu como aplicar seu processo de valores vizinhos para

achar a tangente a uma curva algébrica da forma y = f(x). A idéia de tangente

usada por Fermat € a de posicao limite de uma secante quando os dois pontos de

* FERMAT,Pierre de (1601-1665), matematico francés, dentre as variadas contribuicbes a

matematica, a mais importante é a fundacao da Moderna Teoria dos NUumeros.
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interseccdo com a curva tendem a coincidir. Por tudo isso é razoavel acompanhar

Laplace ao saudar Fermat como descobridor do Célculo Diferencial.

NevvtonE,| no estudo da Cinematica (ramo da Fisica que estuda o

movimento dos corpos), designava as derivadas da funcdo x(t) por meio de
pontos por cima da letra x, (x), um ponto para a primeira derivada, dois pontos

para a segunda derivada (x). E uma representacio simples, mas tem o
inconveniente de ser muito facil "esquecer” ou "ndo ver" um ponto. A notacao

0
% para a derivada foi introduzida por Leibniz® e esta foi a mais seguida na
X

época (em particular no primeiro livro publicado sobre o Célculo Diferencial, o livro
do Marqués De L'Hospital de 1715), sendo ainda hoje muito usada. Foi Leibniz
guem, a partir de 1675, veio algebrizar a analise infinitesimal. Foi ele quem
introduziu as palavras variavel, constante e parametro. Newton e Leibniz séo
apontados pelos historiadores da matematica como 0os maiores responsaveis pelo
desenvolvimento do Calculo ndo s6 devido aos seus métodos de derivagdo, mas
principalmente pelos seus resultados, entre 0s quais se destaca o Teorema

Fundamental do Calculo.

No livro "Teoria das funcdes analiticas”, de 1797, (traduzido para o

portugués em 1798 por Manuel Jacinto Nogueira da Gama), o matematico francés

> NEWTON, Isaac (1642-1727), fisico, matematico e astronomo inglés, introduziu o método de
interpolacao baseado no calculo de diferenciais finitos.

® LEIBNIZ, Gottfried Wilhelm (1646-1716), filésofo, matematico, jurista e homem de negécios
alemao, foi o primeiro matematico que utilizou o termo fungdo. Para ele e para os matematicos do
século XVIII, o conceito de funcado estava relacionado com uma férmula algébrica que expressava
a dependéncia entre duas variaveis.
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Lagrangeldintroduziu novas notacées, que séo, hoje, muito utilizadas: f'(x) e y'
designam a primeira derivada, f''(x) e y'' a segunda derivada, etc. A propria

designacgao "fungéo derivada" foi introduzida por Lagrange (antes eram usados 0s

termos fluxao e quente)E! Hoje também € usada a notagdo D, ypara designar a
derivada de yem relacdo a x; esta notagdo foi introduzida pelo matematico

francés Arbogastflem 1800.

Apesar dos estudos desenvolvidos pelos grandes matematicos durante
0 século XVII, é necessario esperar por 1823 para encontrar na obra de Cauch)JEI
a nogao de limite e a definigdo formal de derivada. Assim o conceito de derivada
comega a surgir no século XVIl, mas s6 com Cauchy é que se definem
claramente limite e derivada.
O estudo sobre a nocdo de derivada nos livros didaticos substancia-se no
seguinte: como o nosso trabalho consiste em analisar a representagdo semiotica
do conceito de derivada no processo de aprendizagem, entendemos que os livros
selecionados pelos professores, e 0s proprios professores, com suas respectivas
anotacdes, apontamentos e propostas, sdo indissociaveis. A escolha do livro
revela uma primeira compatibilidade entre a proposta do autor e a estratégia do
professor. Essa premissa nos parece razoavel diante do grande nimero de livros

didaticos de Calculo existentes e das escolhas realizadas. Um livro ndo é

" LAGRANGE, Joseph Louis (1736-1813) foi um matematico francés que esteve ligado & evolucdo
da analise e foi considerado o maior matematico europeu da sua época.

® Os Fluxions - ou Fluxdes - eram para Newton as derivadas
Os Fluents - ou Fluentes - eram para Newton as integrais

® ARBOGAST, Louis Frangois Antoine (1759-1803), "De Calcul des dérivations et ses usages dans
la théorie des suites et dans le calcul différentiel," Strasbourg, xxii, pp. 404, Impr. de Levrault,
fréres, an VIII (1800).

19 CAUCHY, Augustin-Louis (1789-1857), matematico francés, escreveu extensivamente e
profundamente tanto sobre matematica pura como sobre matematica aplicada. Deve-se a Cauchy
grande parte da abordagem do Calculo apresentado nos textos universitarios atuais.
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escolhido por acaso, a opcdo de um professor por um determinado livro didatico
revela sua maior identificacio com o mesmo. Consideramos que, nesta
identificacdo do professor com o livro didatico, os registros de representacao tém
importancia fundamental. Optamos em verificar nos quatro livros ja selecionados,
em nosso trabalho, os registros que, possivelmente, os professores também
adotam para a representacdo do conceito de derivada. Nao descartamos as
possibilidades de os professores interferirem, em alguns momentos, com
conceitos e registros diferentes dos livros adotados, mesmo porque € nesses
momentos que se revelam a criatividade e a potencialidade que cada professor
possui. Assim o curso ndo se desenvolve necessariamente de modo idéntico ao
livro, mas, de modo geral, a organizacdo apresentada no texto e a linguagem
utilizada nestes livros fornecem indicios das intencdes do professor e de sua
crenca em que os registros privilegiados pelos livros didaticos adotados podem

facilitar a construcédo do conhecimento por parte de seus alunos.

Na apresentacdo do conceito de Derivada, pelos Ilivros que
selecionamos, encontramos uma sequUéncia quase que idénticall—lI de um para
outro na forma e na ordem de abordagem desse conceito. Apesar dessa
similitude na ordem dos assuntos abordados, podemos perceber a diferenca do
enfoque dado pelos autores — alguns privilegiam os procedimentos relacionados a
taxa de variacdo instantanea; outros privilegiam os procedimentos relacionados a
representacdo gréfica da derivada, e outros os tratamentos no interior dos
registros simbdlicos da derivada. Escolhemos apresentar, neste momento, as

definicbes e as sequéncias utilizadas nos livros citados anteriormente, para

1 Apenas o livro Swokowski, apresenta ja na primeira abordagem, o conceito de Derivada como
Taxa de Variacdo Instantdnea, juntamente com o conceito de coeficiente angular da reta tangente.
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analisarmos e detectarmos os varios registros de representacdo contemplados

pelos autores e as situagcbes onde sao mobilizados.

3.1. CALCULO A — DIVA MARILIA FLEMMING

O livro de Flemming & Goncalves € um dos livros de autoria nacional,
gue mais apareceu em nossa pesquisa com professores de variadas instituicdes
de ensino superior e que esta apresentado no anexo Il. E produto de uma
experiéncia de mais de vinte anos das autoras e professoras do Departamento de
Matematica da Universidade Federal de Santa Catarina — UFSC — cobrindo
basicamente todos os conteddos programaticos de Célculo I. Recebeu,

posteriormente, uma continuacao através dos livros Célculo B e Célculo C.

Observando o capitulo 4 — Derivadas — destacamos 0s seguintes itens:
* Inclinacdo da Reta Tangente
“‘Dada uma curva y="f(x), seja P(x;,y,) um ponto sobre ela. A

inclinacdo da reta tangente a curva no ponto P € dada por:”

f (Xl +AX) - f (Xl)
0 AX

Inicialmente é feita uma apresentacao do conceito de inclinacdo de uma
reta tangente a uma curva, em um ponto especifico, apoiando-se na idéia de
limite. Até este momento as autoras ainda ndo fizeram referéncia a derivada,

apesar de explorarem sua representacdo simbolica algébrica. Esta forma de
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representacdo € usada nas solucdes dos exercicios resolvidos e esperada nas

atividades propostas aos alunos, da seguinte forma:

a) Encontre a inclinagdo da reta tangente a curva y=x>-2x+1 no

ponto (x,,Y,)

Notamos a presenca da lingua natural “inclinacdo da reta tangente” no
registro de partida, porém, até aqui, ainda nao foi feita a interpretacdo conceitual
desta inclinagédo, como sendo a derivada da fungéo para o ponto considerado. No
exemplo apresentado, as autoras utilizam, em suas resolucdes, a representacao

simbdlica algeébrica de derivada como limite.

 Equacéo da Reta Tangente

bY

Conhecendo-se a inclinacdo da reta tangente a curva no ponto P,

passa-se ao estudo da equacédo da reta tangente a curvaem P.

y- f(Xl) = mEﬂX—Xl)

Da mesma forma como foi colocado no exemplo anterior, para o calculo

da inclinacéo da reta tangente, sdo apresentados agora exercicios resolvidos com
a finalidade de se encontrar a equacdo da reta tangente a uma curva dada,
explorando o tratamento dentro do registro de representacdo simbdlico algébrico
de limite. E contemplado, também, nestes exercicios resolvidos, o registro de
representacdo grafica da reta tangente a curva. Entretanto, ndo se vé a intencao
de reduzir as dificuldades encontradas nos registros de origem; uma vez que nao
€ solicitada analise ou interpretacdo grafica, nos parece que essa forma de

representacao é utilizada para traduzir simplesmente um resultado ja obtido.
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* Derivada de uma fungdo em um ponto.
“A Derivada de uma fung¢éo f(x) no ponto x,, denotada por f'(x,), é

definida pelo limite:*”

f(x +Ax) - f(x)
AX

(%)=, lim,

E neste momento que as autoras comecam a estabelecer uma relacio
do registro simbdlico, apresentado acima, com o registro de lingua natural da
derivada. Informando pela primeira vez que a derivada, f', de uma funcdo pode
ser interpretada como uma funcéo, cujo valor em X, € a inclinacdo da reta

tangente ao grafico de y = f(x) em x.

* A Derivada de uma Funcéao
“A derivada de uma funcdo y = f(x) € a funcdo denotada por f'(x), (Ié-

se f linha de x), tal que seu valor em qualquer x[ID(f) € dado por

f(x+Ax) - f(x)

f'(x)=,1lim, A se este limite existir.”

Estes dois Ultimos tépicos sdo apresentados seguidamente. Dessa
forma, os préximos exemplos contemplam tanto derivada de uma funcdo em um
ponto, quanto derivada de uma funcéo. Entretanto, a distincdo entre um e outro
conceito é sugerida apenas pela representacao simbdlica da forma:

i) Encontre f'(2)

i) Encontre f'(x)
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No final deste tdpico sdo apresentadas outras formas de representacéo

simbdlica da derivada, no lugar de y'= f'(x), a saber:
1. D, ,f(x) (lé-se derivada de f(x) emrelacéo a x)

2. D,y (Ié-se derivada de yem relagéo a x)

3. % (Ié-se a derivada de yem relacdo a x)
X

Achamos importante ressaltar que, em todos os exemplos (exercicios
resolvidos) e exercicios propostos apresentados, até este momento, foram
usadas como registro de partida apenas duas representacdes: no registro de

lingua natural “derivada da funcdo” ou no registro simbodlico “f'(x)”. Foi
considerada também a representacdo f'(3) para a determinacdo do valor da

derivada da funcdo no ponto x =3. No entanto, ndo é utilizado o registro de lingua
natural: derivada da funcdo no ponto x=3. Enfatizamos este caso por nao
constar nos exercicios a distincdo entre os conceitos: derivada de uma funcao X
derivada da funcdo em um ponto. Torna-se nosso interesse verificar, também, se
0S sujeitos desta pesquisa conseguem distinguir, pelos registros de representacao

simbolico, esses dois conceitos.

* Regras de Derivacao
Sao deduzidas, nesta secdo, varias regras, chamadas de regras de
derivacdo, que permitem determinar as derivadas das fungdes sem 0 uso da

definicdo. Nesta secao, para o caso especifico da “Regra da Cadeia” foi utilizado

. . . d
também o registro simbdélico d_y

X

> Derivada de uma constante

» Derivada de somas e diferencas
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Regra do Produto
Regra do quociente

Regra da Cadeia

YV V V VY

Derivada de fungdes trigopnométricas

* Interpretacdo da Derivada como ataxa de variagcao instantanea

Apds percorrermos 101 paginas que tratam do conceito de derivada, o
livro apresenta, pela primeira vez, a definicdo de derivada como taxa de variagao
instantanea. Para isso aborda, inicialmente, o conceito fisico de velocidade média
considerando-a como taxa de variagdo média, e em seguida apresenta o conceito
de velocidade instantanea para entdo instituir a nocdo de taxa de variagcao

instantanea.

Segundo as autoras:
“Toda derivada pode ser interpretada como uma taxa de variacdo. Dada
uma funcdo y= f(x), quando a variavel independente varia de x a x+Ax, a

correspondente variagao de y sera Ay=f(x+Ax)-f(x). O quociente

Ay _ f(x+Ax) = f(X)
Ax AX

representa a taxa de variacdo média de y em relacdo a x. A

f(x+Ax) - f(X)

derivada fr(x)=,lim, A
X

representa a taxa de variagcéo

instantanea ou simplesmente taxa de variacdo de yem relacdo a x.”

A partir dessa definicho sdo apresentados, neste livro, diversos

- . . . N A\
exemplos (exercicios resolvidos) nos quais € utilizado o registro simbolico Ax
X
o . . Ay D A
para taxa de variagdo meédia e , lim, Ax para taxa de variagdo instantanea.
X
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Nesses exemplos, a aplicacdo da derivada, interpretada como uma razdo de
variacdo, € mostrada nos diferentes ramos das ciéncias. Procuramos acrescentar
neste trabalho dois exemplos que nos permitissem verificar as situacées em que

tal interpretacéo da derivada é objetivada.

1. Na Economia

O custo, em reais, da fabricacéo de x relégios em uma fabrica é dado por:
C(x) =2x* +x+8
a) ache o custo marginal quando x = 40

b) O custo real de fabricacédo 41° relogio

Para propor esse tipo de questdo, o conceito de custo marginal deve ter
sido abordado anteriormente. Para resolver o item a, devemos compreender que
o custo marginal define, neste caso, a forma como o custo da fabricacdo esta
variando com a variacdo da quantidade do produto fabricado a cada instante.
Assim, esse exercicio nos remete ao conceito de derivada como taxa de variacao

instantanea.

Solucéo:

Item a) Derivando a funcao C, que representa o custo, teremos uma nova fungao
que determina como o valor do custo esta variando em um instante considerado.
Desta forma: C'(x) =4x+1, entdo, para x = 40 teremos, C'(40)=440+1 O
C’(40)= 161 reais/unidade, o que significa que, para o instante em que a
fabricacdo chegar a 40 relégios, o custo operacional estarda valendo R$ 161,00

por unidade fabricada.
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Iltem b) Notemos que neste item néo ha interesse de conhecer como o preco de
fabricacdo dos reldgios esta variando com o numero de relogios fabricados, mas
sim, qual é o custo apenas do quadragésimo primeiro relogio fabricado.

C(40) representa o custo dos primeiros quarenta reldgios fabricados.

C(41) representa o custo dos primeiros quarenta e um relégios fabricados.

C(40) = 2.(40)2 +40+8 [ C(40) = 3248

C(41) =2.(41)%*+41+8 0O C(4)=3411 assim C(41)-C(40) =163 que
representa o0 custo do 41° relogio vendido, isto €, esse reldgio custa para a
fabrica

R$ 163,00.

2. Na Fisica

A voltagem em certo circuito elétrico € de 100 volts. Se a corrente (em ampeéres) é

i e a resisténcia (em ohms) € R, entdo, pela lei de Ohm, iz%. Se R esta

aumentando:

a) encontre uma expressao (féormula) que determine a taxa de variagdo da

corrente elétrica em relagéo a resisténcia R.

b) qual o valor da variagdo da corrente elétrica no instante em que a

resisténcia for igual a 20 [J.

Solucéo:

Item a) Na situacéo proposta, € dada a funcdo que relaciona o valor da corrente
elétrica com o valor da resisténcia, para uma tensao constante de 100 V. Para
obtermos a taxa de variagcdo da corrente em relacdo a resisténcia, derivamos a

a_

funcao i =@; desta forma, teremos:
R dR

100 t .
? que representa a maneira

37



como a corrente estara variando em relacdo a variacdo da resisténcia elétrica.
Pela funcdo encontrada, podemos dizer que a corrente varia de forma
inversamente proporcional ao quadrado da resisténcia.

Item b) Substituindo o valor R = 20 [, na fun¢édo encontrada no item a, temos:

a0 o5 a0
dRp,  20°

O sinal negativo indica que quando R =20 [J a corrente esta decrescendo a taxa

de 0,25 Ampere por ohm.

Muitas outras situacdes sdo mostradas nos exercicios de aplicacdo de

derivada como taxa de varia¢do na Estatistica, na Medicina, na Quimica, etc.

Por fim, encontramos o conceito de derivada abordado na Analise do
comportamento das Fung¢des. Esta situacéo refere-se a determinagdo dos pontos
de méximo e de minimo de uma funcdo, denominados pontos extremos, e
também da discussdo dos intervalos onde a curva € crescente ou decrescente.
Sao apresentadas as definicdes de maximo relativo e minimo relativo seguidas da
proposicao:

“Suponhamos que f tem um ponto de maximo relativo em ¢ e que

f'(c) existe, entdo, f'(c)=0". Esta proposicdo é demonstrada a partir do

registro simbolico de derivada como o limite: f'(c)=_lim_ e é descrita

f(x)- f(c)
X—C
sua interpretagdo geomeétrica: “* Se f tem um extremo relativo em ce se f'(c)

existe, entdo o grafico de y= f(x)tem uma reta tangente horizontal no ponto

onde x=c”; todavia ndo é utilizado nesta proposicao o registro de representacao

grafica.
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Depois desse estudo, na se¢cdo seguinte, encontramos questdes de
maximizacdo e minimizacdo problematizando o conceito de derivada a partir da
nocdo de variacdo. Espera-se, neste momento, que o0 estudante ja tenha
apreendido o conceito de derivada e consiga mobilizad-lo para resolucdo dos
problemas propostos.

Passamos agora a analise de outro livro selecionado para o estudo e
verificacdo dos registros de representacdo que pode fazer parte do contexto dos

alunos, sujeitos desta pesquisa.
3.2. UM CURSO DE CALCULO — HAMILTON LUIZ GUIDORIZZI

No prefacio, o autor afirma que seu livro se baseia nos cursos de
Céalculo que tem ministrado aos alunos da Escola Politécnica da USP, do Instituto
de Matematica e Estatistica da USP e do Instituto de Ensino de Engenharia
Paulista. Alerta também para o fato de que procurou fazer com que 0s conceitos e
teoremas apresentados venham, sempre que possivel, acompanhados de uma
motivacao ou interpretacdo geomeétrica ou fisica.

Na introducdo do capitulo 7, DERIVADAS, o autor faz uma breve

interpretacdo geométrica da reta tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)),

. Ainda na

apontando o coeficiente angular como sendo f'(p):xli_mp T~ 1(p)
X_

introducéo é contemplada a idéia de velocidade média e velocidade instantanea.
Até este momento, a derivada ndo € representada no registro de lingua natural,

isto é, o leitor ndo associa aos registros simbdlicos o “nome” derivada.
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* Derivada de uma Funcéao

Definicdo: “Sejam f uma funcdo e p um ponto de seu dominio. O limite

i T 1(P)

Jim quando existe e € finito, denomina-se derivada de f em p e
1m X—p

indica-se por f' (p) (leia: f linha de p). Assim f'(p) = XIi_mp%fp(p).
Se f admite derivada em p, entdo diremos que f € derivavel ou diferenciavel em p.”
Apés essa definicdo, encontra-se: “A derivada de f, em p € o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa p”.
Neste momento sdo apresentados 0s seguintes exemplos (exercicios
resolvidos):
EXEMPLO 1. Seja f(x) =x?. Calcule.
a) f(1)
b) f (x)
c) f'(-3)
Estes exemplos séo resolvidos pela definicdo. No item b € posto que
f'(x) = 2x, é a formula que nos fornece a derivada de f(x) = x* em todo x real. O
livro ndo explicita, no registro de lingua natural, funcdo derivada. Podemos
observar que os exercicios apresentados tém como registro de partida o registro

simbolico de derivada.

EXEMPLO 2. Seja f(x) = x*. Determine a equacao da reta tangente ao gréafico de

f no ponto:

a) (1,1(1)
b) (-1,f(-1))
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Na solucdo apresentada pelo livro contempla-se o registro figural
(grafico); neste registro, encontra-se a curva da funcéo f e a reta tangente, mas
nao € feita nenhuma notacdo a respeito da inclinacdo da reta tangente
(coeficiente angular). Porém, em varios exercicios propostos, o autor insiste na
construcdo do grafico, e, também, na analise quanto ao sinal da derivada. Este
tipo de abordagem pode proporcionar ao aluno mobilizar o conceito de derivada
como declividade da reta tangente (coeficiente angular). Vejamos alguns

exemplos.

Exercicio 2 (pag. 143) — Seja f(x) =2x. Pensando geometricamente, qual o valor
que vocé espera para f'(p)? Calcule f'(p).

Exercicio 8 (pag. 144) — Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma funcéo f,
definida e derivavel em O |, tal que f'(x) > 0 para todo x.
Exercicio 13 (pag. 144) — Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma funcéo f,

definida e derivavel em [0, talque f'(0)=0 e f'(1)=0.

Apds esse estudo, o livro passa a tratar a derivada apenas pela suas

regras de determinacao direta. Apresentando entao:
> Derivadas de X" e WX

> Derivadas de € e InXx
» Derivadas das Funcdes Trigonométricas
> Derivabilidade e Continuidade

» Regras de Derivacao
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Até este ponto, 0s exercicios resolvidos e 0s exercicios propostos néo
proporcionam aos estudantes uma maior articulacdo dos registros de
representacdo, ficando restritos aos seguintes registros: “derivada” (lingua

natural); “f'(x)” (representacdo simbdlica). O significado de derivada como

coeficiente angular continua sendo explorado, implicitamente, na determinacéo da
equacado da reta tangente. Utilizamos o termo “implicitamente”, pois os exercicios
nao mencionam o coeficiente angular e nem mesmo a inclinacdo da reta
tangente; assim, acreditamos que o aluno possa desenvolver o procedimento
para a determinacao da equacédo da reta tangente sem compreender o significado

da derivada como coeficiente angular.

* Funcéao Derivada e Derivadas de Ordem Superior
Neste item 0 autor apresenta, pela primeira vez, no registro de lingua

natural, a funcdo derivada. “Sejam f uma funcdo e A o conjunto dos x para 0s
quais f'(x) existe. A funcédo f': A - O dada por x+— f'(x), denomina-se funcéo
derivada ou derivada de 12 ordem de f".

N&o ha preocupacao com a diferenciacdo entre os conceitos de fun¢éo derivada e

o valor da derivada de uma fun¢gdo num ponto.

* Notac¢des para a Derivada

E interessante ressaltar que esse livro didatico separa um item,
exclusivamente, para apresentar os registros simbdlicos da derivada, os quais sédo
apresentados da seguinte forma:

“Se a funcdo vem dada por y = f(x) temos:”

f (Xx+AXx) - f(x)
AX

dy _ ., 1
&_f (X)_Ax“—»mo
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dy e
& =f (XO) Para indicar a derivada de y= f(x) em x=X,.
X=¥%

- Para indicar a funcéo derivada de y = f(X)

df e
A derivada de y= f(X), em X, sera entdo indicada por &(X) = f'(x)

* Velocidade e Aceleracao. Taxa de Variagcao
Encontra-se, entdo, ap6s 60 paginas de estudos sobre o conceito de
derivada, a interpretagéo deste conceito como Taxa de Variagao.
“Suponhamos que uma particula se desloca sobre o eixo x com funcéo

de posicdo x = f(t). Isto significa dizer que a funcdo f fornece a cada instante a

posicdo ocupada pela particula na reta. A velocidade média da particula entre os

. . - : ft+At)- f(t
instantes t e t+ Ot é definida pelo quociente entre ( Az (), onde

Ax = f(t+At) - f(t) é o deslocamento da particula entre os instantest e t+ [Ot. A

velocidade da particula no instante t € definida como sendo a derivada (caso
: L dx _ ., : i :
exista) de f emt,isto é: Vv(t)= m = f'(t) assim pela definicdo de derivada,

temos:

f(t+At) = f (1)
At

V(D)= lim,
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A aceleracdo no instante t é definida como sendo a derivada em t da funcéo

_av
v =V(t) a(t) = r pela definicéo de derivada,
. V(t+ A = v(t)
a(t)_At“ﬂo At
. v(t+At) —v(t) | f .
O quociente € a aceleracdo média entre os instantest e t+ [t".

At

O autor apresenta o significado de derivada como taxa de variagcao
focando esse estudo no conceito fisico de velocidade e aceleracdo, néo
explorando o conceito taxa de variacdo de uma forma mais ampla. Como, por

exemplo, se x e y forem quantidades relacionadas por uma equacédo y= f(x),

podemos considerar a taxa segundo a qual y varia com x. Neste caso temos
outras situacbes que decorrem do emprego de taxa, o custo marginal de um
produto (economia), a taxa segundo a qual o raio de uma artéria varia com a
concentragdo de alcool na corrente sangtiinea (pesquisa médica), etc.

Os exercicios resolvidos pelo livro, nesta parte do assunto de derivada,
seguem a seguinte forma: € apresentada a funcdo segundo a qual uma particula
se movimenta e, em seguida, pede-se a velocidade no instante t. S&o poucos 0s
exercicios que ndo especificam o movimento de uma particula, através de uma
funcdo algébrica, para em seguida questionar o valor da velocidade e da
aceleracdo. Entendemos que, dessa forma, o estudante pode ser levado a pensar
em taxa de variacdo instantanea exclusivamente como velocidade instantanea e

aceleracéo instantanea, restringindo sua aplicacéo geral como taxa de variagao.
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3.3. CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA — LOUIS LEITHOLD

Neste livro didatico, o autor descreve em uma pequena introdugéo
antes de entrar, efetivamente, no Capitulo 3 - A Derivada e a Derivagdo. Nesta
descricdo ele faz um apanhado geral sobre a derivada, seus estudos e
aplicacOes. Parece-nos interessante esta colocacdo no inicio do assunto, pois ja
expdem, mesmo que brevemente, os significados do conceito de derivada.

* A Reta Tangente e a Derivada

Assim como nos dois primeiros livros analisados, o estudo da derivada
se inicia pela interpretacdo geométrica e pelo conceito de reta tangente. O autor
define m(x;) como a inclinacdo da reta tangente.

“Suponhamos que a funcao f seja continua em Xx;. A reta tangente ao
grafico de f no ponto P(xy, f(X1)) é a reta por P tendo inclinacdo m(x;), dada por:

f (Xl +Ax) - f (Xl)

o se o limite existir”.
AX

m(Xl):Ax ll_r,n

Sédo apresentados trés exemplos (exercicios resolvidos); em dois deles
,sa40 dadas as funcdes algébricas, e pedido, no registro de lingua natural, o
coeficiente angular da reta tangente ao gréfico destas fungdes. No terceiro
exercicio é dada a funcdo e um ponto pertencente a ela; pede-se, neste, a
equacdao da reta tangente. Nos trés exercicios apresentados pelo livro é esbocado

o gréafico das solugoes.

* Derivada de uma funcéao
“A derivada de uma funcéo f € a funcdo denotada por f, tal que seu
valor em qualquer nuamero x do dominio de f seja dado por:

f(x+Ax) - f(X)

f(9=,, lim, -0
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se este limite existir”.
“Se x; for um determinado numero no dominio de f, entdo

f (Xl +AX) — f (Xl)
AX

se este limite existir”.

f I(Xl):Ax“—rno

Neste ponto do estudo o autor revela o significado da derivada como
inclinacdo da reta tangente: “Note que a inclinacdo da reta tangente ao grafico
de y = f(x) no ponto (x1, f(x1)) € precisamente a derivada de f calculada em x;.”

Em seguida € mostrada, com um exercicio resolvido, a determinacdo da
derivada: “Ache a derivada de f se f(x) = 3x*+12”

Este livro apresenta, neste momento, outras representagdes simbolicas
para derivada, relatando um pouco da historia destas representacfes e seus

autores. Sao elas:

Se y=1x) entdo vy = f(x) ou ainda %z lim, — (Oy é chamado de
X

incremento de y e denota a variagao no valor da fungdo quando x varia de [Ix)

Outras representacdes utilizadas:

dy [

&H para o valor da derivada em X = X3
=Xl

UG ISR LEY)

Nos exercicios propostos pelo livro, encontramos situacbées em que 0s
registros de partida estdo na lingua natural: determine a derivada da funcao
(...),ache a inclinacdo da reta tangente (...), encontre a equacgéo da reta tangente

(...); e situacdes em que os registros de partida estdo no registro simbdlico, Ache
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f(x)(...),  Ache % () Encontre  para as  fungdes  dadas
X

f (X1 +AX) —f (X1)

() £ (%)=, lim, o

A partir deste momento sdo apresentados alguns teoremas sobre

derivacao de funcbes algébricas para em seguida explorar o conceito de derivada

(O

como taxa de variacdo. Para introduzir o significado de taxa de variagao,

M-

apresentado inicialmente o conceito fisico de movimento retilineo no qual
mostrada a funcédo do espaco em relacdo ao tempo e a nocao de velocidade
meédia. Define-se, entéo, a velocidade instantanea como a derivada da funcéo do
espaco em relagcdo ao tempo.

EH

“Se f for uma funcéo dada pela equagdo S=f(t) entdo v="f'(t) = v= o
Séo dados dois exercicios resolvidos que exploram a idéia do movimento retilineo

e em seguida j4 é apresentada a definicdo de taxa de variacéo.

 Taxa de Variacao Instantanea

“Seja y=f(x); a taxa de variacdo instantanea de y por unidade de
variagcdo de x em x; € f'(x,) ou, equivalentemente, a derivada de y com respeito

a x em Xy, se ela existir no ponto x;.”
E mostrada, através de um gréafico, uma ilustracdo geométrica do significado de

taxa de variacdo, apontando, no mesmo, a taxa de variagdo média de variacédo de

y por unidade de variagao de x, % Apés essa abordagem, o livro apresenta
X

uma sequéncia de exemplos de aplicacdo do conceito de taxa de variagdo em
dois ramos das ciéncias; em Fisica, mostrando que a resisténcia diminui a uma

taxa proporcional ao inverso do quadrado da corrente elétrica; em Economia,
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utilizando o conceito de custo marginal e rendimento marginal. Os exemplos sdo
seguidos de exercicios propostos nos quais se aplica o conceito de derivada com

o significado, taxa de variacdo instantanea.

3.4 CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA — EARL W. SWOKOWSKI

Esse € o ultimo dos quatro livros, selecionados por nés junto aos
professores das disciplinas de Calculo, com a finalidade de verificar os registros
de representacdo do conceito derivada, que sédo apresentados aos estudantes.
Em nota introdutéria do capitulo 3 — A DERIVADA — o livro j4 destaca dois
problemas de aplicagédo; o primeiro consiste em determinar o coeficiente angular
(inclinacdo) da reta tangente em um ponto do gréfico de uma funcdo, e o
segundo, em definir a velocidade de um objeto em movimento retilineo. Nessa
nota inicial o autor ja afirma que os dois problemas citados conduzem ao conceito
de derivada.

Como os demais livros analisados, esse também comeca o estudo da
derivada abordando o conceito de reta tangente, no intuito de definir o coeficiente
angular desta reta em um determinado ponto. Faz-se a interpretacdo geométrica
da reta tangente e chega-se, entédo, a definicdo do coeficiente angular.

“ O coeficiente angular m, da tangente ao grafico de uma funcdo f em P(a, f(a)) é

f(x)-f(a)

X—a

m.= lim

a x——a

desde que o limite exista. Utiliza-se ainda a forma

f(a+h)-f(a)
0 h

alternativa, m,= lim fazendo h=x-a ou equivalentemente,

x =a+h. Notamos que esse livro utiliza preferencialmente a ultima representacao
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simbdlica, diferente  dos demais  que, como  vimos, utilizam:

f(x +Ax) - f(x)
0 AX '

m(Xl):Axli_rn

Nesse livro, ha uma diferenca na ordem de apresentacdo dos conceitos
de derivada com relacdo aos demais livros selecionados. O autor, antes de
estabelecer o conceito de derivada como sendo o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de uma funcdo, define velocidade média, velocidade
instantanea, e, em seguida, define o conceito de taxa de variagdo média e taxa de
variacao instantanea. Os exemplos e 0s exercicios propostos, nesta sec¢do, nao
mencionam derivada no registro de lingua natural, mas utilizam a definicdo de
coeficiente angular, mostrada acima, para resolver as diversas situacdes
propostas.

» Definicdo de Derivada
ApOs ter trabalhado o conceito de taxa de variagdo é que o livro apresenta
a definicao de derivada:

“A derivada de uma funcdo f €é a funcdo f definida por

(9=, lim,

f(XJ’hr)]_ T gesde que o limite exista.”

E ainda afirma:

“E importante notar que, ao determinar f(x), consideramos x um nimero
real arbitrario e o limite quando h tende para zero. Obtida f'(x), podemos
determinar f'(a) para um certo a substituindo x por a.” Nesta afirmacdao, fica clara
a intencao do autor em distinguir, usando o registro simbdlico, a funcéo derivada,
do valor da derivada da funcdo num ponto, porém nao o faz no registro de lingua
natural.
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E mostrada, ainda, uma forma alternativa de representacdo de derivada:

f(x) - f(a)

f (@)=, lim,
X—a

Autor destaca: “esta foi a primeira formula para definir

Ma.

* Notac¢des paraaderivadade y=f(x)
Esse livro traz também um item no qual apresenta diversas formas de

representacdo simbdlica da derivada; séao elas:

: . d d
f (x)=Dxf(x)=ny=y=d—§=&f(x)

Mais a frente o autor observa:

d
“Note que D,y= y':d—i sdo os simbolos da derivada de y em relacdo

a X. Se quisermos indicar o valor da derivada D,y, y' e % para algum namero
X

X =a, costumamos utilizar um colchete simples ou duplo, escrevendo:”

dy [ oy 0

ool o Polw  BE

A partir daqui o livro comeca a trabalhar alguns exercicios resolvidos,
que sado modelos para os exercicios propostos. Nos exercicios propostos, desta

secao, o autor explora diversas formas de representacdo do conceito de derivada
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e trabalha também diferentes significados como coeficiente angular e taxa de
variacao.

Finalizando o estudo inicial do conceito de derivada, sdo demonstradas
as técnicas de diferenciacédo (regras diretas) e a seguir sdo propostos para o
estudante exercicios que se destinam a aplicacao direta das regras de derivadas.

Como ja observamos anteriormente, esse livro adota uma sequiéncia de
apresentacao diferente para o estudo de derivada. Enquanto que nos outros
livros, investigados, apoés a interpretacdo geométrica do conceito de derivada, sao
demonstradas as regras de derivacdo, Swokowski, apdés a interpretacao
geométrica e a definicdo de coeficiente angular, discute o significado de taxa de
variacdo e propde a resolucdo dos exercicios a partir do célculo do coeficiente
angular.

Terminamos assim uma investigacao nos livros selecionados, o que nos
permitiu conhecer a sequéncia com que 0S registros de representacdo do
conceito de derivada sdo apresentados, quais sdo estes registros, quais sdo as
diferentes representacdes dentro de um mesmo registro, e ainda, reavaliar os
significados de derivada e como estes sao abordados por esses livros didaticos. A
partir desse estudo nos livros escolhidos, confeccionamos os exercicios dos
testes diagndsticos privilegiando os registros de representacdo de derivada
utilizados nesses livros, considerando que os alunos, sujeitos desta pesquisa,
tenham, em algum momento dos seus estudos, utilizado, como fonte de consulta,
0s mesmos livros didaticos.

Nesse estudo dos livros didaticos identificamos e selecionamos o0s
diversos tipos de registros utilizados na representagdo do conceito de derivada.
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Isso se faz necessario, uma vez que € nossa intencdo analisar a diversidade de

registros mobilizados pelos alunos, e que, possivelmente, estédo relacionados com

0s registros contemplados nos livros didéaticos utilizados por eles.

3.5. REGISTROS SEMIOTICOS DO CONCEITO DE DERIVADA

Registro na Lingua Natural

YV V. V V V V V

Y VY

Derivada da funcédo f num ponto x

Tangente do angulo formado (no sentido anti-horario) entre a reta t
(tangente a curva) e o eixo horizontal x.

Funcéo derivada

Derivada de y

Derivada de y em relagcéo a x

Taxa instantdnea de variacdo de y em relacdo a x

Coeficiente angular da reta tangente a curva.

Limite da raz&o incremental

Limite da variacao de y em relacéo a variacdo de x, quando a variacao de x
tende a zero

Derivada primeira

Inclinacéo da reta tangente a curva no ponto de abscissa x=a

Derivada de y em relagédo a x no ponto de abscissa x=a

Reqgistro Simbdlico/ Algébrico

f'(x);

lim

AX —0

d d
tga ; D,y; y' d—i; &f(X); D, f(x);
f(x+Ax) - f(X)
AX ’
Ay v (%) = (%), . Oy My O
A fr(x) = lim ok y'(a); dX(a). T,
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Reqistro Simbolico Algébrico/ Numérico

f'(2)=4

Reqistro Figural (Interpretacdo geomeétrica)

tir\
YA S

f(a+Ax) — y=1(x

) ) E—

Ala

a4

a a+ Ax

S : reta secante a curva y = f(X)
t : retatangente a curva y= f(x) no ponto P(a, f(a))
Um teste de sondagem foi o instrumento elaborado para identificar

quais registros de representacdo do conceito de derivada sdao mobilizados pelos

sujeitos investigados e, também, como eles lidam com conversdes de registros.
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CAPITULO 4

OS TESTES DIAGNOSTICOS

4.1. O 1° TESTE

As questOes do teste foram elaboradas de modo a ndao contemplar
exercicios iguais aos dos livros consultados, procurando evitar solucdes tipicas
resolvidas em classe.

A analise a priori de cada item das questbes apresenta nossas

expectativas com relacdo as possiveis solu¢des dos alunos.

12 Questao: Qual o significado dos seguintes simbolos? Responda por uma frase
ou graficamente.

dy
a) Y (a)

b) y'(a)

fF(x)-f(a)

c) lim_
— X-a

Na primeira questdo, procurou-se avaliar a desempenho dos alunos numa
atividade em que se pretenda que ele efetue uma conversao cujo registro de

partida € o registro simbdlico/algébrico.
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22 questdo: Dado o grafico da fungéo f e sabendo-se que t € uma reta tangente
no ponto de abscissa a. Qual o significado da tangente do angulo a ?

X

32 Questdo: A partir das situacbes descritas nas questdes anteriores
represente no grafico f'(x).

AY y=1(x)

P

a4

A segunda e a terceira questbes tém por objetivo analisar se o aluno
identifica o conceito de derivada a partir de seu registro de representacéo figural

(grafica), isto €, analisar se ele identifica a derivada de uma funcdo num ponto
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como a tangente trigonomeétrica do angulo formado pela reta tangente ao grafico
da funcao e o eixo X, orientado no sentido anti-horario; como o coeficiente angular
dessa reta tangente, e se o mesmo tem condicdo de apresentar suas

representacdes nas formas simbolicas (algébricas/numérica) e de lingua natural.

42 Questao :

a) O que é derivada de uma funcédo f num ponto a?

b) O que € taxa de variacdo instantdnea de uma funcédo num ponto a?
c) Qual é a sua interpretagcdo para o coeficiente angular de uma reta tangente

t ao gréfico de uma funcédo f num ponto de abscissa a?

A guarta questao foi elaborada para possibilitar que o aluno fornecesse
a resposta no registro que Ihe fosse mais familiar e para investigar quais eram 0s
registros utilizados mais freqlientemente por esses alunos. Essa questao também
tem o objetivo de investigar as relacdes estabelecidas dentro do registro de lingua
natural, contemplando-se sua diversidade interna, ou seja, mais de uma
representacdo dentro do mesmo registro como foi apontado acima. Fazendo um
paralelo com a primeira questdo, busca-se considerar o sentido inverso das
conversdes entre 0s registros, uma vez que, na primeira, favorece-se o sentido
simbdlico/lingua natural; nesta, espera-se o sentido lingua natural/simbdlico ou

lingua natural/figural (grafico).
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4.1.1. ANALISE A PRIORI DAS QUESTOES

12 Questao: Qual o significado dos seguintes simbolos? Responda por uma frase
ou graficamente.

dy
a) v (a)

b) y'(a)

F(x)-f(a)

) lim,
X—a

Para todos os itens, a resposta podera ser dada por meio de uma
conversao do registro simbdlico para o registro de linguagem natural: “derivada da

funcdo y no ponto a”, “taxa de variacdo instantdnea de y no ponto a” e
“coeficiente angular da reta tangente ao grafico de y no ponto de abscissa a”, ou

ainda a conversdo para o registro de representacao figural (gréfico), isto é, dever-

se-a tracar um grafico de uma funcédo de uma reta tangente a curva da funcéo vy,

em um determinado ponto de abscissa a, destacar o angulo formado por esta reta
tangente e o0 eixo x no sentido anti-horario (a partir do eixo x), e apontar a
tangente desse angulo simbolicamente. E necessario, ainda, considerar a
possibilidade de os alunos apresentarem, erroneamente, como resposta, 0O
registro de lingua natural, funcdo derivada de y, nao considerando o valor da
funcdo y no ponto x = a. No item b, como ndo estad indicada a variavel
independente, caberiam duas interpretacoes:

y'(a) derivada de y (y como funcéo de a)

y'(a) valor numérico da derivada de y no ponto a.
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Vale ressaltar que foi esperada a interpretacéo do valor da derivada de
y num ponto a, levando-se em conta o habito de representar a variavel

independente pela letra x.

22 Questdo: Dado o grafico da funcéo f e sabendo-se que t é uma reta tangente
no ponto de abscissa a. Qual o significado da tangente do angulo a ?

X

Nesta questdo o registro de partida é o registro de representacao figural
(gréfico) e a expectativa € que 0s sujeitos pesquisados realizem a conversao do

registro figural para o registro lingua natural, e/ou para o registro simbdlico:

f(x)-f(a)
& x-a

Y@ y@: r@; i
Acredita-se que o0s estudantes possam apresentar uma maior
dificuldade em responder a esta questdo devido ao uso privilegiado do registro
simbdlico como registro de partida nos livros adotados.
Para Duval héa dificuldade intrinseca das representacfes figurais
graficas. Diz ele: “as representacfes figurais gréficas exigem um trabalho de

aprendizagem particular, ndo se pode remeter para sua utilizacdo a interpretacao
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espontanea e imediata que esta ligada a percepcdo das figuras e das imagens”.
(Duval, 1996). Relativamente ao sentido de conversdo entre 0s registros de
representacdo, Duval (1996) apresenta resultados que evidenciam a maior
facilidade dos alunos em fazer a conversao do registro simbdlico para o figural
(grafico) do que no sentido oposto a este.

Essa constatacdo remete a necessidade de analise do fenbmeno de
congruéncia e nao-congruéncia. No primeiro caso a representacéo do registro de
partida é transparente a representacdo no registro de chegada, possibilitando
uma passagem mais natural de um registro a outro; e, no segundo caso, o de
nao-congruéncia, a relagcdo entre os registros de partida e de chegada nao
estabelece uma correspondéncia evidente. Por isso, acredita-se que para a 22
questdo o porcentual de conversdes bem sucedidas seja menor que o das

questbes 1, 3 e 4.

32 Questado: A partir das situagOes descritas nas questdes anteriores represente
no grafico f'(x)

AY y=1f(x

P

<Y

A expectativa aqui € que, tendo o estudante mobilizado o conceito de

Derivada da funcdo num ponto na tarefa de conversdo entre o registro figural
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(gréfico) para o registro simbdlico na questao anterior, isto favoreceria a resolucéo
desta 32 questdo. Espera-se que o aluno trace uma reta tangente a curva da
funcdo f, num determinado ponto, denomine o angulo formado por esta reta
tangente e o0 eixo x no sentido anti-horario (a partir do eixo X), e escreva
simbolicamente a tangente trigopnométrica deste angulo.

Vale destacar que se esta considerando a representagdo f'(x) como

sendo o valor da funcdo f num ponto de abscissa x. Mas tem-se a expectativa

de que a interpretacdo do aluno para f'(x) possa ser a funcéo f' derivada de f .

42Questao :

a) O que é derivada de uma funcéo f num ponto a?

b) O que é taxa de variacéo instantanea de uma funcdo num ponto a ?

c) Qual é a sua interpretacao para o coeficiente angular de uma reta tangente
t ao grafico de uma funcéo f num ponto de abscissa a?

Na 42 questao o registro de partida € o mesmo para os itens a, b e c, isto é,
registro de representacdo na lingua natural. Tem-se a intenc&o de propiciar, nesta
questdo, a voluntariedade do aluno em contemplar as conversdes no sentido
inverso daquelas propostas na 12 questao, isto é, deseja-se que o aluno faca a
conversao para os registros simbdlico e figural (grafico). Dessa forma, poder-se-a
analisar comparativamente com a 12 questdo qual a interferéncia de converséo

congruente e ndo-congruente na resolucéo dos alunos.
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4.1.2. ANALISE DOS RESULTADOS

12 Questao

A resposta da 12 questdo — item a, fornecida pela grande maioria dos
sujeitos pesquisados, mostra que o0 registro de representacdo simbdlico de
Derivada de uma funcdo num ponto é convertido de forma mais freqiente para o
registro de lingua natural. Percebemos também que, dentro deste mesmo registro
de lingua natural, existe uma diversidade de expressodes, algumas com certos
erros que se repetiram, identicamente, numa quantidade importante; sdo elas:
“Derivada primeira de “a”; Derivada de y em relacdo a derivada de x; Fungéo
derivada.” (tabelal;anexo-l). Outras respostas incompletas que ndo mencionavam
em que ponto estava sendo determinada a derivada da funcéo, a saber: “Derivada
de y em relacdo a x; Derivada primeira de y; Derivada de uma funcao”
(tabelal;anexo-l). Acreditamos que o0s estudantes, sujeitos desta pesquisa,
tenham apresentado respostas tado diversificadas, contendo, em sua maioria,
formas erroneas, ja citadas, pela dificuldade de reconhecer, nos registros de
representacdo utilizados, a distingdo entre o valor da derivada de uma funcao
num ponto e a funcdo derivada. Esta dificuldade estd mais aparente nas
respostas “funcao derivada” .

Pudemos notar, com a aplicacéo do teste, que o sucesso nas tarefas de
conversao do registro simbdlico para o registro de lingua natural apresentado no
item a ndo ocorreu como esperavamos. AcreditAdvamos que seriam
contemplados, de forma mais expressiva, entre as respostas dos alunos, os
registros: “taxa de variacdo instantanea no ponto a” e “coeficiente angular da

reta tangente a curva no ponto a”. O registro simbdlico utilizado na 12 questao
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nao garantiu, para estes estudantes, a conversao para o registro figural (grafico),
0 gque pode ser um indicativo de que esta conversdo (simbdlico/figural) € néo-
congruente, uma vez que o registro de partida ndo € transparente ao registro de
chegada.

Quanto as respostas encontradas para o item b, chamaram-nos a
atencao os registros da lingua natural: “derivada primeira de a” e “derivada 12
de y” que ocorreram com maior freqiéncia entre os alunos do curso de
engenharia elétrica que estdo estudando ou ja estudaram Derivada de ordens
superiores.

Para a simbologia utilizada neste item observamos também a confuséo
apresentada em 12,7% das respostas entre o valor numérico da funcédo derivada

com a funcéo derivada propriamente. Alguns alunos usaram o registro simbolico

d :
y'(a) =d—y(a) para expressar sua resposta; neste caso, pode ter ocorrido que o

X
aluno tenha copiado a representacdo que esta no enunciado do item anterior
(tabela 1; anexo-I)

As respostas apresentadas no item c da 12 questdo mostram que o
registro de representacdo simbdlico foi convertido para o registro de
representacdo da lingua natural, porém quase 70% dos pesquisados
descreveram-no como o limite de uma funcdo e néao fizeram nenhuma referéncia
a derivada da funcédo num ponto. Contudo, houve uma pequena porcentagem dos
estudantes que atenderam a nossa expectativa de utilizar o registro de
representacdo da lingua natural: 9,7% “inclinacdo da reta tangente a curva no

ponto a” e 9,7% “derivada da funcdo num determinado ponto” (tabela 1,

anexo-l).
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22 Questao

As respostas a 22 questao evidenciaram que os estudantes, sujeitos da
pesquisa, utilizaram tanto o registro da lingua natural quanto o registro simbdlico
na leitura do registro grafico. Percebemos também que o nimero de vezes que as
respostas se repetiram foi bem distribuido, obtendo-se nesta questdo a maior
diversidade de representacdes utilizadas pelos alunos em todo o teste. Os
resultados encontrados aqui, comparativamente com as outras questdes,
demonstraram que a conversdo do registro figural para os demais registros
aconteceu mais espontaneamente que o caso contrario. Verificamos que 82
alunos responderam a esta questdo, um numero menor apenas que o das
respostas ao item a da 12 questéo (tabela 2; anexo-l). Isso nos surpreende, pois
apresenta um dado oposto ao que esperavamos com relacdo a dificuldade de
conversdo entre os registros (figural/simbdlico e figural/lingua natural),
apresentado por Duval no IREM de Strasbourg e comentado na analise a priori
desta questdo. Este fato permite que facamos a seguinte suposi¢cao: 0 sucesso
dos estudantes na conversdo do registro figural (grafico) para os registros de
lingua natural e simbdlico pode ser decorrente das atividades em sala, na
introducdo do conceito de Derivada, uma vez que a interpretacdo geométrica

deste conceito é proposta nos livros didaticos utilizados pelos alunos

pesquisados.

32 Questao
Cerca de 65% dos sujeitos pesquisados ndo responderam a esta
guestdo, o0 que nos leva a entender que a conversao entre o registro simbdlico

para o registro figural (grafico) é, por alguma razao, para esse grupo de alunos, a

63



conversdo que apresenta maior dificuldade considerando-se as questbes
aplicadas.

E interessante ressaltar que a 32 questdo apresenta uma proposta de
conversdo no sentido inverso daquele considerado na 22 questdo, isto €,
enquanto na 22 questdo o registro de representacdo de partida € o figural
(grafico), na 32 questéo o registro de partida é o simbdlico, e a nossa expectativa
€ que o aluno utilize como resposta o registro figural (grafico) como é indicado
pelo enunciado.

Apontamos na analise da questéo anterior o sucesso nas respostas dos
alunos; em contrapartida, nesta questdo em que a converséo tem sentido oposto,
verificamos 0 mau éxito nas resolucdes e o reduzido numero de alunos que a
responderam.

Desses resultados podemos fazer a seguinte conjectura: € possivel que
nas atividades escolares destes alunos os registros de representacdo simbadlicos
tenham sido privilegiados em detrimento do registro figural, ou ainda, que a
introducdo do conceito tenha se dado a partir do registro figural (grafico),
convertendo-se para o simbolico e/ou lingua natural sem no entanto contemplar
as conversoes nos dois sentidos.

Percebemos, nesta questdo, a existéncia de associacdo entre a
interpretacdo da equacdo da reta tangente ao gréfico de f num ponto qualquer,
como sendo f'(x) (tabela 3; anexo-l). Neste caso ha uma confusédo entre a reta
tangente e a funcdo derivada; o aluno esta considerando o grafico da funcéo
derivada da funcdo f como sendo a reta tangente a curva de funcéo f. Esta

confusao foi discutida por Meyer (2003), quando levantou alguns elementos que
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compunham a imagem conceitual, relativa ao conceito de Derivada, quando
interpretada geometricamente.

Uma representacao incorreta foi apresentada, identicamente, por 19,1%
dos que responderam a esta questdo (tabela 3; anexo-l1). Na analise

pressupusemos a hipotese de estes alunos terem tomado a representacao
simbdlica f'(x) pela representacdo simbélica da fungédo derivada f ou y=f (x)
e ndo como o valor da fungdo num ponto de abscissa x. Aproximadamente 20%

daqueles que responderam a esta questao fizeram-na corretamente.

42 Questao

Nesta questdo partimos dos registros de lingua natural e procuramos
deixar que os sujeitos pesquisados escolhessem os registros de representacao
gue estariam utilizando para dar as respectivas respostas dos itens a, b e c. Para
garantir esta possibilidade, deixamos para aplicar esta questdo apds a entrega
das duas primeiras, considerando que as primeiras questdes poderiam favorecer
a reflexdo sobre a diversidade de registros simbolico e figural.

No item a, as respostas mais frequentes foram apresentadas no registro
da lingua natural, “inclinagcdo da reta tangente a curva no ponto a”,
“coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto a” e “taxa de
variagdo da funcdo no ponto a”. Neste item notamos a confusdao em que a
equacdo da reta tangente a curva, algumas vezes, € concebida como sendo a
propria Derivada de uma funcdo num ponto (tabela 4; anexo-l), também
observada na 32 questdo. Embora tenha aparecido em menor numero,
aproximadamente 18% das solugbes foram apresentadas no registro de

representacdo simbdlica (tabela 4; anexo-I)
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No item b foi onde obtivemos menor nimero de respostas. Neste caso,
75% das respostas no registro de lingua natural e 25% no registro de linguagem
simbdlica (tabela 4; anexo-l), ndo apareceu nenhum caso de conversao para o
registro de lingua figural (grafica).

No item ¢, encontramos a maior diversidade de expressdes dentro do
mesmo registro de lingua natural. Nesta questdo percebemos, pelas respostas
analisadas, a confusdo entre o coeficiente angular da reta tangente e o angulo
formado pela tangente e o eixo do x (tabela 5; anexo-l). Encontramos alguns
registros simbdlicos (4,6%) e também alguns registros de representacédo figural
(11,4%); alias este foi 0 Unico item em que os sujeitos pesquisados utilizaram a
conversao do registro de lingua natural para o registro figural (grafico), o que nos
faz acreditar que o termo "em seu grafico” utilizado na questao tenha favorecido

esta conversao.

Considerando a analise de todas as questdes, o registro de lingua
natural foi o0 mais mobilizado pelos alunos; neste registro observamos que a
representacdo do conceito de Derivada que se inicia por “derivada da funcéo...” é
seguramente a mais utilizada. O registro menos utilizado nas respostas das
questdes foi o figural (grafico). Neste registro também se encontra o maior
porcentual de erro na representacdo do conceito de Derivada.

A andlise dos resultados indicou a necessidade de retomarmos as
guestdes respondidas no teste, com a finalidade de investigarmos uma questao
gue nos ocorreu, a saber: a representacao utilizada por um determinado aluno em
uma determinada questado n&o foi mantida sistematicamente como resposta das

outras questdes? Por exemplo, o aluno que respondeu na 12 questao, item a:
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“derivada da funcdo no ponto a” manteve esta resposta para 0s itens seguintes e

também para as questdes 2 e 4? Se de fato isto ocorreu, este aluno estaria

consciente das outras representacdes do conceito de Derivada?

Para se efetuar esse estudo fizemos o cruzamento das questées com

0S respectivos sujeitos das respostas. Os resultados encontrados evidenciam

alguns aspectos:

1.

2.

As respostas nao se repetem sistematicamente como haviamos
qguestionado. Ao contrario, 0s sujeitos investigados responderam, talvez
levados pela diferenca de registros de partida, distintamente a cada
guestao.

A 12 questdo na qual o registro de partida é o simbdlico, é respondida,
guase que em sua totalidade, usando-se o registro de lingua natural, numa
representacdo que, metodicamente, comeca com: “Derivada ...”
Enquanto que na 42 questdo, partindo do registro de lingua natural,
surgem como respostas diversas representacdes internas ao registro de
lingua natural, como: “taxa de variacdo instantdnea no ponto a’,
“coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto a”, “inclinacado da

reta tangente a curva no ponto a”, “taxa de variagdo da fungdo num ponto”

e ‘limite da funcdo f quando Ax tende a zero” e também usando a

conversao para o registro simbdlico: f'(a); M; ﬂ(a);
dx dx
. f(-f(a
Jim, 1@
X—a
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Esses dois aspectos citados acima podem decorrer de uma relagéao
professor-aluno que esta subordinada a muitas regras e convencdes acordadas
entre eles e que normalmente ndo sao explicitas. A isso, Brousseau (1986)
denominou Contrato Didatico. Além disso, pelo fato de o maior niumero de
questdes respondidas ser da 12 questdo, na qual o registro de partida era o
simbdlico e o de chegada podendo ser o de lingua natural, podemos suspeitar
das abordagens feitas no ensino do conceito de Derivada pelos livros didaticos
que privilegiam o registro simbalico.

Apés termos aplicado e analisado o 1° teste, percebemos a necessidade
de verificar se os alunos, sujeitos desta pesquisa, tinham a compreensdo dos
significados do conceito de derivada, uma vez que poderiam apenas memorizar
0sS registros de representacdo e trata-los mecanicamente sem mobilizar o
significado dos mesmos. Numa tentativa de revermos esta possibilidade da
apreensdo dos significados pelos alunos elaboramos um segundo teste e o
aplicamos em um numero de alunos, menor que o do 1° teste, a saber, 32 alunos.
Tivemos o cuidado de aplica-lo em uma mesma turma que havia participado do 1°

teste, objetivando o cruzamento das respostas.
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4.2. 0 2° TESTE
O segundo teste teve a configuracdo abaixo:

Instituicdo de Ensino:

Nome:

Curso: Periodo:

Obs: Nao apagar o desenvolvimento da questao, incluindo os calculos efetuados.

Questao 1: A retat é tangente ao grafico de y= f(x) no ponto (-2,0).

Y t

. - ANAA

a) Encontre a equacéo da reta t.

b) Informe qual o sinal de f'(-2).
c) Encontre ar(=2)
dx

d) Determine o valor da tga .
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Questdo 2: A funcdo f(x)=-x’+4 expressa a lei do movimento de um
projétil P (f esta representada graficamente na questao 1). Encontre:

a) f'(-2)

b) , lim, f(—2+AAx))(—f(—2)

o &@

, sendo a= -2

d) Qual a velocidade do projétil P no ponto (-2, 0)?

Questdo 3: Numa granja experimental, constatou-se que uma ave em

desenvolvimento tem sua massa, medida em gramas, dada pela seguinte funcao:
2

t .
M (t) = > +4t+28 para 0<t<60 t representa o nimero de dias.

a) Qual a razdo média de aumento da massa da ave, para 0<t <607
b) Qual a variacdo da massa desta ave ap0s 50 dias?
¢) Qual a variacdo da massa desta ave em t =50 dias?

M (50 +t) — M (50)
t

d) Qual o valor de  lim

dMm

e) Calcule ——
dt |5
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4.2.1. ANALISE A PRIORI DAS QUESTOES

Apesar de constar no cabecalho do teste a identificacdo da
universidade, da turma e dos sujeitos pesquisados, estes mesmos foram avisados
de que os testes anexados na dissertacdo nao seriam identificados.

Na 12 questédo, fornecemos como registro de partida o registro figural
grafico, para que o aluno pudesse mobilizar seus conhecimentos sobre a nocao
de derivada utilizando a interpretacdo geomeétrica desta nocdo. Nossa intencao
com esta questdo € que o aluno demonstre seu conhecimento com relacdo ao
coeficiente angular da reta t , inclinagdo da reta tangente a curva da fungédo f.
Para garantir que o aluno nédo deixasse de fazer o item a por nao se lembrar da
equacao geral da reta, antes de comecar a aplicacdo do teste colocamos no

quadro:

Equacao geral da reta: Y=Y, =ml{x-X,)

Para resolver a questdo o aluno devera encontrar a tangente do angulo a

utilizando-se da relacdo métrica do triangulo retangulo:

tga = cateto oposto
cateto adjacente

E possivel que ele, ao determinar a tangente trigonométrica, a partir do grafico
8 ~ - .
encontre: tga :—2=—4 e nao leve em conta a contradicdo entre o sinal

negativo e o fato de a funcdo ser crescente num intervalo que contém o ponto -2.
Outra forma de o aluno encontrar o coeficiente angular seria aplicar a
equacao geral da reta que passa pelos dois pontos (-2, 0) e (0, 8), os quais
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interceptam, respectivamente, o0s eixos x e y. Acreditamos que esta solucao seja
a mais utilizada pelos alunos, uma vez que escreveremos na lousa a equacao

geral da reta.

Y=Y, =mIX-X%,) substituindo os dois pontos da reta t, temos:
8-0=m0-(-2)] O 8=2mOd m=4
Ou ainda, determinar a equacdo da reta utilizando o processo de célculo de
determinante. Achamos que esta € uma possibilidade remota, por ndo termos
encontrado este procedimento na maioria dos livros.

Nossa expectativa € que, tendo identificado o coeficiente angular da
reta t no item a, o aluno que identifigue esse coeficiente como um significado da
derivada resolva os itens seguintes.

No item b, estamos partindo do registro simbdlico de derivada da funcéo f no

ponto de abscissa x=-2, esperando que seja identificado o valor da derivada
neste ponto, como sendo o coeficiente angular da reta t. Considerando que o
angulo formado entre a reta t e 0 eixo X, no sentido anti-horario, esta
compreendido no intervalo O0<a <90°, no ponto (-2, 0) € positiva. Porém, da
mesma forma como ja consideramos no item a, o aluno poderd determinar,

erroneamente, a tangente trigonomeétrica do angulo a como sendo, tga=-4 . O

nosso interesse € verificar se o aluno identifica o coeficiente angular como a
derivada da funcdo naquele ponto de tangéncia. No item c, apenas mudamos o
tipo de representacdo de partida, mas continuamos no registro simbdlico;
esperamos que o aluno reconheca também esta representacdo como o
coeficiente angular da reta no ponto dado. Acrescentamos o item d nesta questao,
a fim de verificar se o significado de coeficiente angular (inclinagéo da reta t) foi
realmente associado a tangente trigonométrica do angulo a, pois, como vimos no
item a, o aluno pode determinar o coeficiente angular, m, sem mobilizar o

significado de tangente como inclinagéo da reta t.
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Na 22 Questdo, partimos do registro simbdlico algébrico, fornecendo a
funcdo f(x) =-x*+4. Colocamos no enunciado desta questdo a afirmacao: “f

esta representada graficamente na questdo 17, com a intencdo de possibilitar ao
sujeito da pesquisa, que tenha feito a 12 questao, aproveitar suas respostas. Os
itens a, b e ¢ sdo apresentados em diferentes formas do registro simbdlico Temos
a expectativa de que o item a seja, de todo o teste, o item com maior indice de
acerto por ser a representacao simbolica de derivada mais utilizada nos exemplos
e exercicios propostos dos livros analisados. Queremos verificar se o significado
do conceito de derivada como taxa de variacdo (embora ndo apareca na questao
a palavra taxa) é associado as diferentes representacdes destes itens. Nao é
nossa intencdo que o aluno calcule o limite do item b, mas que associe este
registro de representacdo como sendo outra representacdo da derivada de f no
ponto x= -2, encontrado no item a ou na questdo 1, mas € possivel que seja
efetuado esse céalculo como resolucdo de alguns alunos. No item d, a idéia de
taxa de variagdo pode estar mais clara ao aluno, por se tratar de velocidade, ou
entdo ele pode simplesmente ter decorado que velocidade é o valor da derivada
da funcdo num ponto. Por este motivo, estaremos considerando, na préxima
questdo, uma situacdo que envolva mais explicitamente o significado de taxa de

variagao.

Na questdo 3, estamos explorando o significado de derivada de uma
funcdo num ponto como taxa de variagcéo instantanea desta fungcéao neste ponto. A
funcdo é definida no registro simbolico e relaciona a massa de uma ave com 0
passar do tempo em dias. No item a pretendemos investigar se o aluno, sujeito
desta pesquisa, reconhece a idéia de taxa de variagdo média, conhecimento que
julgamos necessério para a compreensdo do significado de taxa de variacao

instantanea. Utilizamos ai o registro na lingua natural “Qual a razdo média (...)". A
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AM _ M (60)~M (0)

solucdo esperada é a seguinte: Calculando o valor de

60-0
M (60) = 2068 e M (0) =28, teremos AM _ 2068-28 _ o, g/dia
At 60-0

Para o item b, a expectativa € que o aluno obtenha a variagdo da massa apos 50
dias e o confronte com o resultado que fornece a taxa de variagdo da massa para
t = 50, assim como esta sendo pedido no item c. O objetivo é fazer o aluno
perceber a distincdo entre variagcdo da massa e taxa de variagao instantanea. A
escolha do mesmo ponto t = 50 é intencional e cumpre essa funcdo. Assim, a
solucdo do item b € M (50) — M(0) = 1478 —28 = 1450. Os alunos podem
apresentar dificuldade em resolver o item b confundindo ap6s 50 dias com o 50°
dia. Os itens ¢, d e e representam a mesma questdo em registros diferentes
(c lingua natural; d e e tipos diferentes de registros simbdlicos). Nossa intengéo é
verificar se o aluno, sujeito desta pesquisa, identifica nas vérias representacdes o
significado de derivada como taxa de variacdo instantanea, a qual indicara de que
maneira (ou de que forma) a massa desta ave estara variando quando o tempo

for exatamente 50 dias. Para esses itens esperamos a seguinte solucao:

A taxa de variacdo instantanea da massa da ave num tempoté: M'(t) =t+4

Logo para t = 50 dias temos: M'(50) =54 g/ dia

Nossa expectativa € que poucos alunos respondam corretamente o item d, pois
nos livros pesquisados o significado de derivada como variagao instantanea de
uma funcdo ndo €, em geral, apresentado em sua representacdo simbdlica do
limite. Para resolver a questdo do item d ndo ha necessidade de o aluno efetuar
os calculos do limite, basta que ele identifique o significado deste registro como o
mesmo calculado nos itens b e c. Acreditamos, no entanto, que possa aparecer o

calculo do limite neste item como na questéo 2 item b.
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4.2.2. ANALISE DOS RESULTADOS do 2° teste
Questdo 1

Para o item a, houve 47% de acerto.

A maioria dos estudantes, dentre esses que determinaram corretamente a
equacdao da reta t, fizeram-no encontrando, primeiramente, o coeficiente angular,
pela equacdo geral da reta, considerando os dois pontos (-2, 0) e (0, 8). O

exemplo a seguir ilustra esse tipo de procedimento:

Questao 1: A reta t é tangente ao grafico de y = f(x) no ponto (-2,0).

,(t

a) Encontre a equagéo da reta t. he —

_ 6.5 - - (-2-°
b) Informe qual o sinal de f'(-2). 2T
- T L
df (-2) N
c) Encontre ———
dx ;

d) Determine o valor da g« . o =

0D ML LD WOonJt e R
. s 2
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O numero de alunos que utilizaram o procedimento para o item a, como
exemplificado acima, foi maior do que esperavamos; nossa expectativa era que
houvesse um equilibrio entre esse tipo de procedimento e o daquele em que
utilizassem a tangente trigopnométrica de a para determinacdo do coeficiente
angular da reta t, isto porque ambos o0s procedimentos constam nos livros
didaticos analisados.

12% dos estudantes determinaram o coeficiente angular (inclinacdo da
reta t) pela tangente trigopnométrica do angulo a e apenas um aluno determinou a
equacao da reta t através do célculo do determinante da matriz real formada pelos
pontos pertencentes a reta t.

Os sujeitos que encontraram a equacéo da reta tangente por meio da
férmula dada na lousa ndo tiveram em geral sucesso na resposta aos itens b e ¢
da questdo 1. Esses itens eram relacionados ao valor da derivada de f em x = -2,
isto é o coeficiente angular da reta t no ponto de abscissa x = -2. Isto nos permite
inferir que o grupo de estudantes, sujeitos desta pesquisa, ndo demonstraram
dominio sobre o significado geométrico da derivada (coeficiente angular da reta
tangente).

Os estudantes que determinaram o coeficiente angular da reta t a partir da
tangente trigonométrica do angulo a tiveram maior éxito nos itens sequentes,
relacionando o valor encontrado para o coeficiente angular com as
representacdes simbolicas de derivada. Porém, como antecipado em nossa

analise, boa parte desses alunos encontrou o valor negativo, tga =-4,

considerando-o, nos itens a, b e ¢, sem observar o crescimento da funcao .
Notamos, neste caso, que 0s estudantes associam significado de coeficiente
angular de reta tangente com derivada, sem, no entanto, atribuir com plenitude a

nocao de inclinacdo para esse coeficiente. Exemplificamos a seguir:
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a) Encontre a equ acéo da reta t.
i

b) informe qual o sinal de f'(-2).
Weqari e (-4 )

~

¢) Encontre —(—2) < - 4

d) Determme o] valor da Iga'

Quase a metade desses alunos, que determinaram corretamente a equagao da
reta t, determinaram o sinal de f' (- 2)substituindo x=-2 na prépria equagéo da

retat, y =4x+8, encontrada no item a, apresentando a seguinte solugéo:

9 gf’( 2/) % 4’/~Z) + Wao Tom Atnal, )ﬂgtjt ?L/ -\ Z):
B g 4? = O

Nesses casos fica indicado que os estudantes ndo associam derivada nula com
inclinagdo nula, ja que o ponto (-2, 0) ndo é ponto extremo local da funcéo.

Nesses casos, eles confundiram a equacédo da reta tangente com a funcgao
derivada, o que ja foi relatado em outras pesquisas como a de Meyer (2003) e a
de Cassol (1998). Esses alunos determinaram corretamente o valor da tga (item
d), ou seja, revelaram que n&o atribuem o significado de derivada como
coeficiente angular (inclinacdo da reta tangente), visto que determinaram
corretamente o coeficiente angular para determinar a equacéo da reta t (item a) e

também o valor da tga (item d), mas ndo acertaram os itens c e d , que propdem
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determinar o valor da derivada, isto é, eles demonstram n&o reconhecer as
representacdes simbolicas dadas nesses itens como representacdes da derivada
significando coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma funcgéo.

Nos itens b e d, houve 9% dos sujeitos pesquisados, que adotaram um

procedimento de resolucdo ndo previsto por nds, tomaram a ordenada y=0 do

ponto de tangéncia como a derivada da funcao f em x=-2. Esse procedimento
esta aqui ressaltado, mesmo sendo realizado por um nimero néo significativo de
sujeitos, pois atribuir a ordenada do ponto de tangéncia o valor da derivada é

categorizado em pesquisas como uma concepcao erronea. Meyer (2003, pg. 33)

{a 2) = () —» 9 m* U mép porsea Py 4 ;?.//‘;»m‘['m«,,q el eelito

Dos alunos que nado acertaram o item a, 15% responderam que, apesar de a
equacao da reta ter sido colocada na lousa, ndo sabiam determinar a equacgao da
reta e, por isso, ndo tinham como achar a derivada no item b e c, isto nos leva
pensar novamente na confusédo ja mencionada, isto é, a de considerar a equacao
da reta tangente t, como a funcao derivada de f .

Dos 15 alunos (47%) que acertaram o item a, 6 (40%) deles responderam
corretamente aos itens b e d, porém nao responderam corretamente ao item ¢ (ou

nao responderam); isto nos indica que estes alunos nao atribuem ao registro

df (-2)

dx

simbalico uma representacdo semidtica da derivada da funcdo f no

ponto x=-2.
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Questéo 2

Verificamos que apenas 3 (9%) dos estudantes utilizaram-se das respostas
da questdo 1, para responder aos itens desta questéo.

Constatamos que o item a foi aguele com maior porcentual de acertos
(60%), o que ja era previsto na analise a priori. Este porcentual s6 ndo foi maior
porque alguns alunos erraram a aplicacao da regra de derivagdo como mostra o
caso abaixo.

16% (5) dos alunos apresentaram resposta correta para o item b. Apenas 3
(9%) identificaram os dois registros simbdlicos dados nos itens a e b,
apresentando como resposta para o item b a mesma encontrada no item a.7% (2)
resolveram corretamente o limite dado, porém por técnica operatdria, podendo
essa resposta ser interpretada como néo identificacdo dos registros. O mesmo
pode ser dito para 81% dos alunos, que tentaram resolver o limite e se perderam
nos calculos (como mostra o caso abaixo), e para 3% que deixaram este item em

branco.

Questdo 2: A fungéo f(x)=-x'+4 expressa a lei do movimento de um projetil

P (f esta representada graficamente na questao 1). Encontre:

a) ['(-2)
. f(2+80)- f(=2)
b) Mh—m»ﬂ Ax I - ?
) SV T
\NRITER 2 f(o\f =
C) d‘f(a) | Sendﬂ a= -2 ':,) 4;(7(3' ==X 4 }'l __;D O_"/;(:'_'
e Dix)--2x4h 97
d) Qual a velocidade do projétil P no ponto (-2, 0)?
N oy L ) ]
%k 2. iy v g ) Lk |
DY ™ b} e Z2EAX ) =) AHyq
T = ) Ax-b0 [ i
f.. "y-,]-“ i ;2!\[ 3 l’i ,‘ v
p'(2)- -2.02) +4 Lo A - 4y 406~ ¢
 ; : AX 5D —_— :
4 (-2)= g” Ax, |
_-//tx : i_‘f‘:zl : ,rl-/ i —'4\.
e PRI A g
Q20 Ane 4
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Para o item c tivemos 38% de respostas corretas. No qual 13% escreveram:

df (-2) _

4 f'(-2)=4 e 25% dos alunos ndo aproveitaram os calculos realizados
X

para o item a e calcularam novamente a derivada da funcao f . Substituiram x por

a e em seguida atribuiram ao a o valor -2.

No item d foram 50% de acertos, dos quais 41% calcularam novamente a
derivada da funcdo f e determinaram o seu valor para x=-2; 0s outros 9%
apenas colocaram v(-2) = f'(-2) = 4. Esta questdo teve o propdsito de verificar o
significado de derivada como taxa de variacdo; assim, observando o porcentual
de respostas obtidas, principalmente no item d, podemos considerar que 0s
alunos estdo mobilizando este conhecimento. Um bom indice de acerto era

esperado, pois a velocidade é explorada nos livros como taxa de variacgao.

Questao 3

Nesta questdo, 91% dos alunos tentaram resolver algum dos 5 itens. 9%
acertaram o item a. Neste item, outros 9% confundiram razdo média de variacao
da massa (taxa de variagdo média) com a variacdo da massa no mesmo intervalo,

como é mostrado abaixo.

" 1400
o >UO
) ; 01 E . OF . » :
0) Mlo) - O 140428 Mmled- & | 40428 > 08
& -
&
)| = cf’.j \P/ Ly v,
N . 3600 ;240428 ohe0
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Apos a finalizacdo da aplicagcdo do teste, 4 alunos alegaram nao ter
compreendido o item a pois o intervalo n&o estava devidamente especificado, e
ainda, que o intervalo deveria ser dado, por exemplo na forma [10, 50], o
problema aqui estéd na compreensao das representacdes de intervalo.

No item b, tivemos apenas 12% de respostas corretas. Este indice de
acerto foi bem aquém do esperado, mesmo prevendo que o0s alunos teriam neste
item maior dificuldade de compreensdo, confundindo a massa apés terem
passados 50 dias, com a taxa de variacdo no 50° dia.

47% dos alunos né@o responderam corretamente ao item c. 19%
determinaram o valor da massa da ave no quinquagésimo dia, isto €, substituiram
t=50 na funcdo M, os outros 28% se perderam na aplicagdo das regras para a
obtencéo da funcéo derivada.

Apesar dos erros de calculo, o porcentual de respostas corretas obtido, isto
€, 53%, para o item c, nos sugere que o significado de derivada como taxa de
variacdo instantanea foi bem mobilizado pelos sujeitos desta pesquisa, com
relacdo a situacéo apresentada, isto €, na representacao da lingua natural.

Como ja era esperado na analise a priori desta questdo, apenas 13%
dos alunos acertaram o item d, 9%, apenas, atribuiram ao limite dado o

significado de variacdo instantanea, ou seja, relacionaram os itens ¢ e d

, M (50 +t) = M (50
escrevendo: . lim ( ) (50)

t —50 t

=M'(50) =54 g / dia, 4% efetuaram o

limite por meio de calculo de modo correto e 44% desenvolveram erroneamente o
calculo do limite e encontraram respostas distintas. E os demais nao resolveram.

Com relacédo ao item e, 41% dos alunos responderam corretamente e

dm ,
apresentaram a resposta da seguinte forma: E =M'(t) =54 g/ dia.
t=50
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CAPITULO 5

CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Considerando os sujeitos que responderam, tanto ao 1° quanto ao 2°
teste, fizemos um cruzamento das respostas obtidas e pudemos observar alguns
elementos que corroboram com a identificagdo da origem das dificuldades
surgidas no processo do ensino-aprendizagem do conceito de derivada. As
dificuldades estdo relacionadas as articulagbes entre o0s registros de
representacdo e aos significados do conceito de derivada em diferentes
situacoes.

Observamos que o0s sujeitos que ndo responderam (ou responderam

erroneamente) a questdo 1- item c - 1° teste: “Qual o significado do simbolo

im 10-f@ .

imo tentaram resolver por meio de calculo o limite da quest&o 2 -
X-a

(0]

f(-2+Ax) - f (~2)

item b - 2° teste: “ Dada fungédo f(x)=-x*+4 encontre A lim A
X X

que reforca o fato de que estes alunos néo reconhecem o registro simbdlico do

limite da razdo incremental como representacdo semidtica do conceito de
derivada. Destacamos que eles haviam determinado o valor f (- 2)para o item a-

guestado 2, 2° teste.
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Verificamos também que alunos que acertaram a questdo 2 do 1° teste,

1° TESTE - Questdo 2: Dado o gréfico da funcéo f e sabendo-se que t € uma reta tangente
no ponto de abscissa a. Qual o significado da tangente do angulo a ?

apresentando a seguinte resposta: “A tangente do angulo a é a derivada da
funcdo f em um ponto dado”, nao tiveram o mesmo sucesso nos diversos itens da
questédo 1 do 2° teste, na qual também é apresentado o registro figural (grafico), e

sao feitas as seguintes indagacoes:

2° TESTE - Questédo 1 YA/ a) Encontre a equacao da reta t.
€ b) Informe qual o sinal de f'(-2).

df (-2)

« c) Encontre

a
/'2 \ > d) Determine o valor da tga
y=1(x) '

E possivel que estes alunos tenham apenas memorizado: “a tangente de a ¢ a
derivada da funcdo em um ponto dado”, sem, no entanto, reconhecer o significado
de derivada como coeficiente angular. Provavelmente estes estudantes também
nao reconheceram os registros simbdélicos dos itens b e ¢ como registros de
representacao do valor da derivada no ponto x = -2.

Notamos na questdo 1 - itens a e b do 1° teste, no qual a derivada é

apresentada no registro simbolico, que o maior porcentual dos alunos fez a

1° TESTE - 12 Questao: Qual o significado dos seguintes simbolos? Responda por uma frase
ou graficamente.
f(x)-f(a)

) L@ ) ¥ (a) o lim,
X X—a
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conversao para o registro de lingua natural conseguindo um bom desempenho e

um alto indice de acertos (anexo-l); contudo, no 2° teste, questdo 1- itens b e ¢

(mostrada acima) e na questdo 2 - item ¢: “Dada funcdo f(x)=-x*+4, encontre

df (a)
dx

, sendo a= -2”, que também apresentam a derivada no registro simbdlico,

obtivemos baixo indice de acerto. Estes dados nos permitem inferir que, quando a
questao € de conversao de registros do simbdlico para o da lingual natural, os
sujeitos conseguem, com sucesso, articular os dois registros, ndo ocorrendo o
mesmo quando se trata de atribuir significados aos mesmos, ou seja, ter
habilidade para efetivar conversdo entre dois dos registros de um conceito néo é
suficiente para garantir a mobilizacdo dos seus significados.

Comparando os indices de acerto entre questbes similares dos dois
testes, especificamente a questao 4- item b do 1° teste: “O que é taxa de variacao
instantanea de uma fungéo num ponto a?” (anexo-I) com a questdo 3 - item ¢ - 2°
teste: “Qual a variagcdo da massa desta ave em t =50 dias?” podemos concluir
gue o contexto da questdo 3 - item c - 2° teste favoreceu o bom indice de
respostas corretas. Os alunos puderam, mais facilmente, interpretar o significado
do conceito de derivada como taxa de variagdo instantanea, enquanto que no 1°
teste, no qual ndo é apresentado o conceito numa situacdo, o aluno encontrou
dificuldade para atribuir significado ao conceito apresentado no registro da lingua
natural e representa-lo no registro simbodlico. Esta dificuldade em explicitar o
significado de taxa de variacdo instantanea e apresenta-la usando qualquer tipo
de registro de representacdo, apesar da mobilizacdo deste significado nas
resolucdes de problemas, foi relatado em Cassol (1998).

A utilizacdo do registro figural (grafico) como representacdo da nocao de
derivada foi aquela na qual os sujeitos desta pesquisa tiveram maior dificuldade

em mobilizar seus conhecimentos a respeito desta nogéo, tanto apresentando-o
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como registro de partida, propondo a andlise do grafico, como no registro de
chegada; neste caso, tinhamos a expectativa de que o aluno fizesse a conversao
do registro simbdlico e/ou de lingua natural para o grafico (Anexo-I).

O registro de lingua natural foi o mais utlizado pelos alunos
pesquisados, seja no caso em que a questdo proposta tem como registro de
partida o registro figural, o registro simbolico ou mesmo o registro de lingua
natural (Anexo-I).

Nossa pesquisa indica que as dificuldades no processo de ensino-
aprendizagem do conceito de derivada podem estar relacionadas ao fato de no
ensino privilegiarem-se alguns registros de representacdo na introducéo da nocao
deste conceito e em problemas e exercicios.

Vale ressaltar que, no processo de ensino, a pratica da sala de aula
vem carregada da experiéncia do professor e cabe a este explorar os significados
e a diversidade de registros de representacao do conceito estudado.

“H& uma pluralidade de registros de representacdo de um

mesmo objeto, e a articulacdo desses diferentes registros é

condicdo para a compreensdo em matematica, embora

véarias abordagens didaticas ndo levem em conta esse fato”
(Duval, 1999)

Em concordancia com o sustentado por Duval, pensamos que a
articulacéo dos registros constitui uma condicédo de acesso a compreensdo de um
conceito matematico e, apoiado em nossos diagndsticos (anexo-l), indicamos
como um proximo passo para novas pesquisas a busca de abordagens de ensino
que favoregcam a aprendizagem do conceito de derivada, com a proposta de
otimizar a articulagdo entre os registros de representacdo desse conceito nas

diferentes situacfes que envolvem seus significados.
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ANEXO - |

TABELAS — DADOS QUANTITATIVOS DO 1° TESTE

A organizacdo dos dados deu-se de modo diferente da apresentada na
pesquisa feita por Praslon (2000), na qual sé&o referidos os tipos de registros de
representacdo de Derivada, utilizados nos livros didaticos do ensino secundario
francés, sem especificacdo dos registros. Procuramos, nesta pesquisa,
apresentar as especificacbes em cada tipo de registro, na lingua natural,
simbdlico e figural. Para a apresentacdo dos dados colhidos na pesquisa foi
usada uma tabela estatistica de Distribuicdo de Frequéncia, na qual ficou
especificada por i a classe da distribuicdo. Foram utilizados os seguintes
simbolos para cada classe: nas questfes 1 e 4, que sao subdivididas em itens a,
b e c, teremos a letra correspondente ao item, e o niumero que a acompanha,
correspondente a classe. (ex: i=AL: item a da 12 classe; i=B3:itembda 32
classe). Nas questbes 2 e 3 serdo utilizados apenas 0s numeros

correspondentes as classes.

fi indica a frequéncia simples. Corresponde ao niumero de vezes com que a
resposta se repetiu igualmente.

fii indica a frequéncia simples relativa. Corresponde ao porcentual de cada
classe comparativo ao total de respostas por item.

> indica a somatoria da frequiéncia para o item analisado.
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Tabela 1l

12 Questao

I Respostas dos alunos para o item a fi fri
Al |Derivada de y em relacdo a x 51 51%
A2 |Derivada primeira de “a” 13 13%
A3 |Derivada de y em relacdo a derivada de x 9 9%
A4 |Derivada de y em relacdo a x no ponto “a” 7 7%
A5 |Derivada primeira de y 6 6%
A6 |Funcéo derivada 6 6%
A7 |Derivada de uma funcéo 6 6%
A8 |Taxa de variagdo de y em relacdo a x no ponto “a” 2 2%

3 f, =100

I Respostas dos alunos para o item b fi i
B1 |Derivada dafungcdoy em relacdo a x 19 34,5%
B2 |Derivada primeira de “a” 10 18,2%
B3 |Funcéo derivada 7 12,7%
B4 |Derivada da fungéo y no ponto “a” 10 18,2%
B5 |Derivada dey 4 7,3%
B6 |Derivada 12dey 2 3,6%
B7 |y(a)= Y (a) 3 5,5%

dx
Y fi=55

I Respostas dos alunos para o item ¢ fi i
Cl1 |Limite da funcao para x tendendo a “a” 26 63%
C2 |Derivada da fungdo num determinado ponto 4 9,7%
C3 |Inclinagdo da reta tangente a curva no ponto “a” 4 9,7%
ca E o limite da func&o f(x) menos f(a) com x tendendo a 4 9,7%

“q

C5 |E aderivada pela definicéo 3 7,3%

S fi=41

Teste Diagndstico

Observa-se, nessa questdo, que as respostas aos itens a, b e ¢ foram,

quase que em sua totalidade, apresentadas no registro da lingual natural.

Verificam-se, através dessa tabela, as diversas tentativas de se responder ao que

se pede no enunciado, mesmo nao tendo a certeza da resposta. Isso é notado

pelas varias expressfes distintas utilizadas para responder a um mesmo item;

todas, porém, no mesmo registro.
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Tabela 2

22 Questao
I Respostas dos alunos fi fri
1 Coeficiente angular da reta t 16 19,5%
2 E a inclinag&o da reta tangente a curva no ponto a 15 18,3%
3 E a derivada da fung&o no ponto a 13 15,9%
4 E o coeficiente angular da funcdo f'(x) 9 11,0%
5 |E aderivada da funcdo f(x) 9 11,0%
6 |Taxa de variacdo da funcéo 2 2,4%
7 |Aretat é a derivada da fungéo f no ponto “a” 1 1,2%
8 |Atangente de a é igual a derivada de f(x) 2 2,4%
9 dy
tga =— 10 12,2%
dx
10 tga = Ly 4 4,9,%
AX
M 1 =tga 1| 12%
dx

Y f, =82

Teste Diagnostico

Na tabela que representa as respostas dadas pelos alunos, referentes a 22

guestdo, percebe-se a ocorréncia do registro de lingua natural e a do registro

simbdlico. Houve, entéo, nesse caso, a conversao do registro figural (grafico) para

o0 registro de lingua natural num total de 81,7% , e, para o registro simbdlico, num

total de 18,3%. Esses valores estdo distribuidos pelos diversos tipos de

representacdes dentro dos respectivos registros.
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Tabela 3

32 Questao
I Respostas dos alunos fi fri
AY f*(x)
1 / 29  |61,7%
>
/ X
A%ﬂ)o
2 v > 9 19,1%
/ \_/f'(x)
Ay
y=1f(x)
/ a
3 / 9 119,1%
>X
a
/ tga = £'(x)
Z f, =47

Teste Diagndstico
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Nessa questédo, o registro de partida era o figural (grafico). Pedia-se para

representar no grafico dado f'(x). Como o registro de chegada € também do tipo

figural (gréfico), os alunos ndo tinham escolha. Nessa questao tivemos o menor

namero de respostas, e ainda, o porcentual de respostas corretas (19,1%) pode

ser uma indicacao da dificuldade encontrada pelos estudantes na apreensao do

conceito matematico de Derivada, considerando o registro de representacao

figural.
Tabela 4
42 Questao
[ Respostas dos alunos para o item a fi fri
Al |E ainclinacio da reta tangente a curva no ponto “a” 16 35,6%
A2 | E o coeficiente angular da reta tangente & curva no ponto “a” 8 17,8%
A3 |E ataxa de variacdo da fung&o no ponto “a” 7 15,6%
A4 |E a equacdo da reta tangente 4 8,9%
A5 | E uma reta tangente a funcgéo f o ponto “a” 1 2,2%
A6 | A derivada é o ponto por onde passa a reta tangente 1 2,2%
A7 f'(a) 5 11,1%
A8 dr (@) 2 | 44%
dx
dy
A9 —(a) 1 2,2%
dx
Y fi=45
I Respostas dos alunos para o item b fi fri
B1 |E a derivada da fung&o no ponto a 10 50%
B2 |E afuncéo derivada 1 5%
B3 |E o limite de uma func&o f(x) quando Ax — O 3 15%
B4 |E avariacdo que a fungdo sofre num instante 1 5%
B5 qim 19~ T@) 3 | 15%
X-a
B6 &y _ m 1 5%
AX
dy
B7 —(a) 1 5%
dx

S f,=20

Teste Diagnostico
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I ) Respostas dos alunos para o item ¢ fi fri
Cl |E aderivada da funcéo f no ponto de abscissa a 22 50%
C2 |Ainclinacdo da reta tangente num ponto 5 11,4%

E o angulo formado pela reta tangente e a abscissa do
C3 plano cartesiano 4 9%
ca Ea tangente do angulo formado pela reta tg a curva com a 6.8%
abscissa no ponto a
C5 | E o coeficiente angular 6,8%
YA f(X)
C6 i § tga 5 11,4%
a X
A o >
Cc7 ar(@ 1 2,3%
dx
Ccs f'(x):xn_maw 1 2 3%
X—a

S f =44

Teste Diagnostico

As tabelas referentes a 42 questdo mostram como as representacdes

na forma de lingua natural e simbodlica sdo utilizadas preferencialmente a

representacdo grafica, e, também, como o porcentual de respostas na lingua

natural é superior no registro simbdlico.
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ANEXO - I

1. Tempo de Magistério: 12 anos
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
Stewart, Leithold e o Swokowisky
Critério(s) para escolha do(s) livro(s):

Conteldo + exercicios

2. Titulacéo: Doutor
Tempo de Magistério: 18 anos
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
STEWART E/OU Guidorizzi, H.
critério(s) para escolha do(s) livro(s): ndo sobrecarrega o conceito
de derivada com o de limites, mas da uma visédo mais dinadmica e

geométrica. D4 mais exemplos de aplicacéo.

3. Titulag&o:Mestre
Tempo de Magistério:18 anos
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:

Guidorizzi, H.

Critério(s) para escolha do(s) livro(s):

Foi o livro escolhido para ser adotado na Instituicdo. Nao acho que € um
bom livro. Na realidade, gosto do livro do Jaime Carvalho e Silva - Analise
Matematica Aplicada. Utilizo muitas de suas idéias em sala. Ndo adoto
fielmente o Guidorizzi. Acho um livro excessivamente preocupado com as
técnicas e procedimentos e excessivamente tradicional. Prefiro partir de
problemas para chegar a conceitos. O Guidorizzi costuma dar exercicios
que serdo utilizados em futuros conceitos, como forma de ja preparar o
aluno para tal. Nao gosto disso. O aluno nem sabe o que significa, nem

sabe o0 que esta fazendo. O Al Shenk € melhor nas aplicacdes, mas as
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vezes ndo é muito profundo. O Avila é um pouco incompleto. O Leithold e

0 Sokowisky tém exercicios demais e também séo tradicionais.

. Titulagcao: Doutor (PhD, Univ. California, Berkeley, 1772)
Tempo de Magistério: 30 anos

Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
G. Avila, Calculo Vol. |

J. Stewart, Célculo Vol.l

Leithold

. Titulag&o: Mestre

Tempo de Magistério:14 anos

Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:

nao adotamos livro texto no curso de calculo diferencial e integral por ndo
encontrarmos nenhum que nos satisfaca plenamente, principalmente em
limites e continuidade. Atualmente indicamos para os alunos os seguintes
abaixo porgue estdo disponiveis na nossa biblioteca:

Flemming, Diva, Calculo A

Hoffman, Laurence, Célculo um curso moderno e suas aplicacdes, livros
Técnicos e Cientificos Editora S.A.

Munem, Calculo, Vol. 1

Recomendamos também os livros abaixo, que ndo disponibilizamos em
nossa

biblioteca Anton, Howard, Célculo um novo horizonte, vol.1, Ed. Bookman
Hughes-Hallet, Deborah, e outros, Calculo e Aplicacdes, Traducéo Elza F.
Gomide, Editora Edgard Blucher Ltda.

Critério(s) para escolha do(s) livro(s):

Apresentacéo do contetdo de forma compativel com o nosso trabalho
Aplicacdes interessantes nas diversas areas

Linguagem acessivel para os alunos.

Numero suficiente de exemplares disponiveis na nossa biblioteca
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6. Titulagdo: Mestre em Matematica
Tempo de Magistério: 22 anos
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
Leithold, Simons, Geraldo Avila, Paulo Boulos, Serg Lang, Munem Folis,
Flemming, Diva, Calculo A

7. Tempo de Magistério: 4 anos (ensino basico) + 2 anos (ensino superior)
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
Célculo, Hoffman. Flemming, Diva, Calculo A
Critério(s) para escolha do(s) livro(s):
Presenca de relagdes entre célculo e outras areas do conhecimento
Enfase na resolucéo de problemas

Enfase no conhecimento intuitivo.

8. Tempo de Magistério: 1 ano e meio
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
Guidorizzi ; Flemming, Diva, Célculo A, B
Critério(s) para escolha do(s) livro(s):
A exatiddo das definicdes dos conceitos usados. E feita uma separacio
clara entre a idéia intuitiva e a definicdo usada, o que muitas vezes nao
ocorre em livros de célculo 1,
O conteudo - o livro € bastante completo;
Também foi muito importante na escolha o fato de ser um livro com o qual
uma pessoa com formacdo matematica se sente bem, e também o fato de
haver feito 0 meu curso de calculo com este livro - de modo que conheco
bem suas vantagens e defeitos. J& ministrei o curso com outro livro, mas

achei complicado "consertar" as falhas do livro ao longo do curso
9. Livro Indicado: Céalculo de Tom Apostol

Critério(s) para escolha do(s) livro(s):

A abordagem interessante e diferente da usual.
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10.Titulag&o: Doutor em matematica
Tempo de Magistério: 35 anos
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
Calculo Volume 1 Hamilton Guidorizzi
Critério(s) para escolha do(s) livro(s):
Livro Sério - assunto bem trabalhado, conceitos corretos, exposicao
clara, linguagem matematica de bom nivel e enfoque matematico de

alto nivel.

11.Estive fora do pais e estou retomando as atividades agora em agosto.
N&o tenho preferéncia definida quanto ao livro didatico adotado para
introduzir o conceito de derivada, mas na XXXX tem havido uma
tendéncia a adotar o livro de Swokowski, talvez devido ao fato de haver
livros na Biblioteca e muitos professores estarem acostumados com ele.
Ultimamente o livro do Anton também esta sendo usado e muitos
professores acham-no moderno e adequado aos tempos modernos.
Eu indico os exercicios do Swokowski para os alunos, mas eu mesma

preparo o conteudo tedrico.

12.Titulagdo: Doutor
Tempo de Magistério: 09 anos
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
Leithold
Critério(s) para escolha do(s) livro(s):
Observar se o livro cobre todo o contetddo da ementa da disciplina;
Observar a didatica do autor.

13. TITULACAO: Mestrado
TEMPO DE MAGISTERIO: 2 anos
LIVRO DE CALCULO ADOTADO:
"Célculo com Geometria Analitica" - Swokowski,E.W. —
"Célculo, um Novo Horizonte" - Anton, H. —
"Calculo A, funcdes, limites, derivacdo e integracao” -
Flemming,D.M.; Gongalves,M.B.
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Critério para a escolha: Como é abordado o assunto e sempre ter
mais de uma literatura para consultar e preparar as aulas. Um
abraco e boa sorte

14.Titulagcdo: MESTRE (SUBSTITUTO)
Tempo de Magistério: 1 ANO
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
CALCULO - SWOKOWISKI - VOLUME 1 - MAKRON BOOKS
Critério(s) para escolha do(s) livro(s): € o livro mais utilizado na
nossa universidade. No meu parecer ele € o mais completo em
relacdo a derivada.

15.Titulacdo: Mestre
Tempo de Magistério: 40 anos; 34 no Ensino Superior
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
Ja usei muitos. Hoje: Howard Anton. Célculo, um novo horizonte.

16.Titulagdo: Mestre em matemética, doutorando em matemética
Tempo de Magistério: 4 anos
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
Anton

17.Titulacdo: Doutor
Tempo de Magistério: 14 nos
Livro de Calculo (Assunto: Derivada) indicado e/ou adotado:
Paulo Boulos (Introducéao ao Calculo). Ed Edgard Blucher
Critério(s) para escolha do(s) livro(s):
Sao livros brasileiros, de um autor muito claro.

18.Titulacdo: Doutor
Tempo de magistério: 12 anos

Swokowski vol 1 ou Leithold vol 1 ou Avila vol 1 ou Boulos vol 1
critério(s): nivel tedrico bom, exercicios de aplicacdes, boa exposicao,
respostas.
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