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“A geometria existe por toda parte. Procure
observar as formas regulares e perfeitas que
muitos corpos apresentam. As flores, as folhas e
incontaveis animais revelam simetrias admiraveis
gue nos deslumbram o espirito. A geometria repito
existe por toda parte. No disco do sol, na folha da
tamareira, no arco-iris, na borboleta, no diamante,
na estrela-do-mar e até num pequenino grao de
areia. H4, enfim, infinita variedade de formas
geomeétricas espalhadas pela natureza. Um corvo
a voar lentamente pelo céu descreve com a
mancha negra de seu corpo, figuras admiraveis; o
sangue que circula nas veias do camelo néo foge
aos rigorosos principios geométricos; a pedra que
se atira no chacal importuno desenha no ar uma
curva perfeita! A abelha constréi seus alvéolos
com a forma de prismas hexagonais e adota essa
forma geométrica, segundo penso, para obter a
sua casa com a maior economia possivel de
material. A geometria existe, como ja disse o
filosofo, por toda parte. E preciso, porém, olhos
para vé-la, inteligéncia para compreendé-la e alma
para admira-la. O beduino rude vé as formas
geomeétricas, mas, ndo as entende; o sunita
entende-as, mas ndo as admira; o artista, enfim,
enxerga a perfeigdo das figuras, compreende o
Belo e admira a Ordem e a harmonia! Deus foi 0
grande gebmetra. Geometrizou a Terra e o Céu.”

O Homem que Calculava
Malba Tahan — Julio César de Mello e Souza



RESUMO

A presente pesquisa dedicou-se a analise de parte dos materiais didaticos
denominados “Caderno do Professor” e “Caderno do Aluno”, distribuidos em 2008 e
2009 pela Secretaria de Estado da Educacdo de Sao Paulo aos professores e
alunos de ensino médio das escolas publicas do Estado. Com vistas a uniformizar o
curriculo escolar do estado de S&o Paulo, os Cadernos foram elaborados para cada
uma das disciplinas do curriculo escolar, para cada série de ensino fundamental do
ciclo Il e do ensino médio, para cada um dos quatro bimestres letivos. Tal pesquisa
restringiu-se ao exame da parte dos Cadernos de Matemética consagrada ao estudo
do célculo de volumes de solidos, também denominado historicamente de
estereometria. Foi examinado se nos Cadernos hd uma abordagem conceitual do
calculo de volumes, isto €, se o trecho dedicado a esse tdpico se pauta por uma
abordagem que privilegia a investigacao dos fundamentos dos conceitos estudados.
A pesquisa visou avaliar se e em que medida os Cadernos do Professor e do Aluno
de Matematica, na abordagem da estereometria, contemplam a especificidade da
disciplina, consistente precipuamente no seu carater abstrato, de sorte a
proporcionar ao professor as condi¢cdes de superacao das dificuldades que aquelas
especificidades acarretam para o processo de aprendizado. O referencial tedrico que
norteou a investigacdo consiste principalmente da teoria sobre aprendizagem de
matematica desenvolvida por Raymond Duval, bem como textos direcionados a
formacéo de professores relacionados ao tema da pesquisa. De acordo com Duval,
as dificuldades de aprendizado decorrentes do carater abstrato da matematica
podem ser contornadas a partir de procedimentos que viabilizem os processos de
visualizacdo e de manipulacdo dos conceitos e objetos matematicos. Dentre esses
procedimentos contam-se a apresentacao historica dos assuntos abordados, e em
consonancia com as preocupacodes cotidianas dos estudantes. Estimou-se aqui que
procedimentos como esses sdo aptos a despertar a curiosidade do estudante pelo
assunto, tendo por isso o condao de tornar o aprendizado um processo menos arduo
e mais agradavel. As analises indicaram que o material pode possibilitar uma
abordagem conceitual do céalculo de volumes de soélidos geométricos. Também
foram identificados aspectos do material que poderiam ser melhorados. Sendo
assim, foram feitas sugestdes de atividades complementares.

Palavras-chave: educac¢do matematica, célculo de volumes, abordagem conceitual,
histéria da matematica, visualizagao.



ABSTRACT

The research proposed here was dedicated to the analysis of part of the didactic
material referred to as “Caderno do Professor [Teacher's Brochure]” and “Caderno
do Aluno [Student’s Brochure]’, distributed in the year of 2008 by the Sédo Paulo
State Department of Education to the high school teachers in public school of the
State. In view of standardizing the school curriculum of the State of S&o Paulo, the
Cadernos do Professor, and the correlated Cadernos do Aluno [Student’s Brochure],
were prepared to each subject in the school curriculum, to each grade in the
elementary school of cycle Il and in high school, and, to each of the four school
bimesters. This research was restricted to the examination of the Caderno do
Professor de Matematica [Mathematics Teacher’s Brochure], in particular regarding
to the study of the calculation of volumes of solids, also known historically to
stereometry. Was examined if, in the Cadernos, there is a conceptual approach of
the calculation of volumes, that is, if the section dedicated to this topic is based on an
approach that favors the investigation of the fundaments of the concepts studied. The
research had the purpose of evaluating whether and to which extent the Cadernos do
Professor de Matematica, at the approach to stereometry, take into consideration the
specificity of the subject, consistent mainly in its abstract character, in a way to
provide the teacher conditions to overcome the difficulties raised by such specificities
to the learning process. The theoretical framework that guided the research mainly
consists of the mathematical theory of learning developed by Raymond Duval, and
texts aimed at teacher training related to the research topic. According to Duval, the
difficulties in learning arising out of the abstract character of mathematics may be
overcome by means of procedures enabling the processes of visualization and
manipulation of the mathematical concepts and objects. Among such procedures we
have the historic presentation of the matters discussed, and the consideration with
the daily concerns of the students. It was estimated that procedures such as these
are capable of triggering the curiosity of the student for the subject, therefore, with
the purpose of making the learning process less difficult and more pleasant. The
analysis indicated that the material can allow a conceptual approach to the
calculation of volumes of geometric solids. Also identified were aspects of the
material that could be improved. Therefore, suggestions were made for
complementary activities.

Key words: mathematics education, calculation of volumes, conceptual approach,
history of mathematics, visualization.
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INTRODUCAO

O que é volume? De onde surge o interesse em calcular volumes? Quando
ensinamos o conteddo de volumes precisamos nos preocupar com essas questdes
fundamentais. O interesse em conhecer “quanto espac¢o” um objeto ocupa, o0 seu
volume, ou que volume um recipiente pode comportar, certamente remonta a época
em que o homem comecou a sentir a necessidade de transportar ou armazenar
coisas. Os registros histdricos mais antigos trazem problemas que envolvem medir o
quanto das colheitas agricolas poderia conter um armazém. Possivelmente o volume
foi uma das primeiras medidas a serem utilizadas pelo homem.

A estereometria — estudo do célculo de volumes de solidos — aparece em
obras egipcias de 3500 anos atras. Problemas estereométricos foram estudados ao
longo dos séculos por diversos matematicos, dentre os quais figuram Platdo (427-
347 a.C.), Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) e Leonardo da Vinci (1452-1519).
(BROLEZZI e DRUCK, 2002)

Medidas de volume s&o conceitos importantes e podem ser conhecidos por
qualquer pessoa. Por isso sdo ensinados. Resta averiguar de que material dispde o
professor para aborda-los.

Em 2008 a Secretaria de Estado da Educacdo de Sdo Paulo, buscando
uniformizar o curriculo escolar neste estado, elaborou e enviou aos professores
textos denominados Caderno do Professor. Os textos foram elaborados para cada
uma das disciplinas do curriculo escolar, para cada série de ensino fundamental do
ciclo Il e do ensino médio, e, para cada um dos quatro bimestres letivos.

Em 2009 foram enviados textos para os alunos, chamados Caderno do Aluno.
Os Cadernos do Aluno contém as atividades ja sugeridas nos respectivos Cadernos
do Professor, e foram organizados para dar suporte aos alunos no desenvolvimento
das atividades previstas no material distribuido aos professores.

Esses textos ja despertaram o interesse de pesquisadores, como Camargo
(2010), que investigou como o Caderno do Professor de Matematica aborda o
conteudo de Matrizes, apoiando-se na metodologia de analise de conteudo de
Bardin (2009). Essa pesquisa procurou relacionar a abordagem presente no material

do professor com a abordagem apresentada em dois livros didaticos.
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Esse trabalho de Camargo (2010) nos inspirou a investigar o material
disponibilizado para o professor de matematica, levando em consideracao que, para
possibilitar o ensino e aprendizagem de conhecimentos matematicos, € necessario
levar em conta as caracteristicas peculiares da aprendizagem dessa area do
conhecimento. Ora, uma caracteristica da geometria em geral, e, por conseguinte,
do trabalho com volumes, mais especificamente, € que nessas disciplinas lida-se
com conceitos e suas representagoes.

Assim, em nossa pesquisa, resumidamente, procuramos observar se 0
material distribuido aos professores traz uma abordagem conceitual sobre volumes.
Consideramos uma abordagem conceitual aquela que se atém aos fundamentos dos
conceitos relativos a uma atividade ou pratica.

A aprendizagem matematica tem sido estudada por teoricos de diversas
areas. Nos ultimos anos uma das teorias sobre aprendizagem de mateméatica vem
sendo desenvolvida pelo filésofo, psicologo e pesquisador na area de educacao
matematica, Raymond Duval. Apresentamos alguns aspectos dessa teoria no
capitulo 1.

O desenvolvimento conceitual requer que conhegamos um pouco da histéria e
do desenvolvimento relacionados ao calculo de volumes. Esse estudo é apresentado
também no capitulo 1.

No capitulo 2, com base nos textos do capitulo 1, fazemos uma analise de
algumas atividades propostas no Caderno do Professor (SAO PAULO, 2009) e do
Aluno procurando responder a questao para a qual se volta esta pesquisa, qual seja:
verificar se as atividades desses cadernos proporcionam uma abordagem conceitual
para o ensino do volume dos objetos.

No capitulo 3, a partir das relacbes estabelecidas entre o0s textos
apresentados no capitulo 1 e 2, apresentamos algumas sugestdes, indicando
trabalhos que trazem atividades que podem complementar as atividades do Caderno
do Professor (SAO PAULO, 2009) e do Aluno.

Além do trabalho de Camargo (2010), trés outras pesquisas nos influenciaram
a estruturar nosso trabalho da forma como o fizemos. Trata-se dos trabalhos de
Carvalho (2008), de Salazar (2009) e de Ferraz (2010). Apresentamos, em poucas
linhas, cada um deles nos préximos paragrafos.

Carvalho (2008) investigou a organizagao dos assuntos relacionados ao tema

Geometria Espacial Métrica nos livros didaticos de Matematica destinados a 22 série
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do Ensino Médio. Foram analisados trés livros didaticos de Matematica para a 22
série do Ensino Médio enviados pelo Ministério da Educacao a escolas estaduais de
Séo Paulo em 2006. Uma das finalidades dessas andlises consistiu em verificar se
as atividades, propostas naqueles livros, se coadunavam com 0S pressupostos
tedricos da teoria de Duval (2009). Esse trabalho nos abriu a perspectiva do uso
dessa teoria no contexto da analise de materiais didéaticos.

Salazar (2009) também utilizou a teoria de Duval (2009) para abordar as
diferentes profundidades com que se pode apreender uma figura. O autor verificou
que o uso de um aplicativo de geometria dindmica possibilitou aos alunos a
apreenséo perceptiva do registro figural dinamico. A apreensao perceptiva permite
interpretar e reconhecer, quase que de imediato, as formas geométricas. Esse tipo
de trabalho facilitou a aprendizagem das modificacdes que é possivel fazer com as
figuras, tais como: posicionais, decomposi¢cédo e composi¢ao, ampliacéo e reducao.

Ferraz (2010), em sua pesquisa, verificou que o0s professores encontram
dificuldades para ensinar o contetdo relacionado ao volume de prismas e piramides.
O autor indicou que existe uma caréncia de pesquisas relacionadas a esse tema.
Tendo isso em vista e, baseando-se em Salazar (2009), o autor desenvolveu uma
sequéncia de ensino, com uso de software de geometria dinamica, com um grupo de
professores da rede estadual de ensino de S&o Paulo. Para a analise das producdes
dos sujeitos de pesquisa também foi utilizada a teoria de Duval (2009).

Os resultados de sua pesquisa indicaram que o0s aspectos analisados foram
apenas parcialmente atendidos, e apontam como principais deficiéncias: pouca
exploracdo nos livros didaticos de atividades que desenvolvem a visualizacdo e a
falta de atividades que possam ser desenvolvidas por software educacional.

Ferraz (2010) aponta a necessidade de pesquisas relacionadas ao conteudo
“volume de sélidos”. Carvalho (2008) nos mostra a possibilidade de usar a teoria dos
registros de representacdo semidtica como ferramenta de analise de materiais
didaticos. Essas indica¢cdes nos mostram a pertinéncia de se realizar uma pesquisa
voltada para um material didatico que leve em conta a teoria mencionada.

Para proceder a uma abordagem conceitual, serd importante estudar os
materiais disponiveis para o professor tendo em vista as teorias e propostas que se
apoiem nessa forma de trabalho. Sendo assim, nds nos basearemos nessas teorias,
gue serdo apresentadas no capitulo 1, para estabelecer o que caracteriza uma

abordagem conceitual. A partir dai analisaremos Caderno do Professor (SAO
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PAULO, 2009) e do Aluno visando verificar se as atividades ali presentes possuem
caracteristicas desse tipo de abordagem. Por fim apresentaremos nossas sugestdes

e consideracdes finais.
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1 ABORDAGEM CONCEITUAL E EPISTEMOLOGICA SOBRE VOLUMES

Visar o desenvolvimento das capacidades
cognitivas globais dos individuos sem se fixar, de
forma miope, sobre aquisicdes de tal ou tal nogéo
particular é provavelmente o aporte maior que se
pode esperar da aprendizagem matematica.

Raymond Duval

7z

O emprego do conceito de medida é constante ao longo da historia da
matematica. Desde a Babilbnia, passando pelos Egipcios, Gregos e Romanos, até
nossos dias, a ideia de medida vem se desenvolvendo em virtude da necessidade
humana e das necessidades da propria matematica. Originou-se naturalmente das
atividades humanas na agricultura, na economia e na engenharia. Por exemplo, nés
medimos comprimentos, areas e volumes, angulos, o tempo entre outras coisas.

Para chegar a compreensao de como se obtém o volume de um determinado
objeto precisamos saber que medir € comparar, ou seja, estabelecemos uma
determinada unidade de medida arbitraria e verificamos quanto dessa unidade
preenche o objeto que queremos medir.

Desse modo, fazendo comparacdes e aproximacoes, Arquimedes de Siracusa
(287-212 a.C.) aprimorou um método, atribuido a Eudoxo (408-355 a.C.), chamado
de método de exaustdo. Arquimedes se serviu desse meétodo para provar o
resultado obtido por outro método, o do Equilibrio, usado por ele para determinar
areas e volumes de figuras geométricas. (SILVA, 2005)

Arquimedes de Siracusa aplicou o0 método de Eudoxo, entre outras coisas,
para determinar o volume da esfera em relagdo ao volume do cilindro e ao volume
do cone.

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) criou uma simplificacdo para as
comparacdes de Arquimedes entre aqueles sélidos e generalizou a ideia para poder
efetuar comparacdes entre dois solidos quaisquer. Newton (1643-1727) e Leibniz
(1646-1716) criaram o calculo infinitesimal inspirados nesses trabalhos, e o Célculo
acabou por dar novas ideias para a medida de areas, volumes e comprimentos.

Como vemos, a ideia de comparacdo esteve sempre presente no
desenvolvimento desses meétodos e procedimentos matematicos. Pensamos que, se

o trabalho com volumes for feito de maneira reprodutiva, manipulativa, ou seja, por
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meio de férmulas e técnicas operatodrias, sem a preocupac¢do com o entendimento
dos conceitos, havera uma desvinculacao das ideias originais que comprometera a
boa compreensao da matéria. Entendemos que se 0 ensino se processar de forma

histérica e bem fundamentada, sera realizada uma abordagem conceitual.

1.1 APRENDIZAGEM DA MATEMATICA SEGUNDO DUVAL

Raymond Duval, formado em filosofia e psicologia, investiga a dificuldade que
muitos estudantes tém em aprender matematica, e busca encontrar as causas que a
explicam.

Para ele o motivo dessa dificuldade advém do fato de que a Matemética,
como é conhecida hoje, se constitui de objetos inacessiveis diretamente. Isso difere
radicalmente de outras areas do conhecimento, como a biologia, por exemplo, em
gue podemos ter acesso direto aos objetos de estudo. Se estudarmos uma planta,
podemos observa-la e, com base nessa observacdo, determinar do que ela é
constituida, bem como varios outros aspectos de sua constitui¢ao.

A Matematica, ao contrério, se constitui de ideias desenvolvidas pelo homem
ao longo do tempo. Criamos diferentes e variadas formas de representar essas
ideias e conceitos. Por exemplo: o sistema de numeracdo decimal, binario e
hexadecimal. As figuras geométricas. Os gréficos cartesianos. As tabelas. As
matrizes. A linguagem algébrica. A notagéo cientifica. As porcentagens, etc. Cada
uma dessas formas de representacdo possui caracteristicas, regras, possibilidades
de tratamento, e potencialidades para representar alguns aspectos de um conceito
Matematico, mas ndo outros. De modo que um Unico sistema de registros ndo é
capaz de expressar um conceito Matematico no todo. Portanto, faz-se necessario o
dominio e o entendimento articulado simultdneo de mais de um sistema de
representacdo para que se possa ter conhecimento pleno dos conceitos
Matematicos. A esse dominio articulado Duval (2009) denomina de compreensao
integrativa.

A compreenséo integrativa permite ao aprendiz, mentalmente e/ou com ajuda
de registros, trabalhar e “visualizar” conceitos matematicos de forma dinamica.

Quero dizer com isso que quando se atinge a compreensao integrativa, que tambéem



16

podemos chamar de conceitualizagcdo ou noésis, 0 sujeito € capaz de produzir a
visualizacdo de um objeto matematico de uma maneira dindmica, isto €, fazendo
mover o objeto, como um video ou construindo mentalmente imagens sucessivas.

A percepcao visual é um tanto quanto limitada, pois apresenta apenas uma
Unica face de objetos que sdo, contudo, tridimensionais. A visualizagdo, por seu
turno, proporciona a articulacdo das vérias faces ou perspectivas sob as quais um
mesmo objeto pode ser apresentado. Ela envolve um movimento ou uma
transformacao do contetdo percebido, ou seja, visdes sucessivas, que nos permitem
conhecer a multiplicidade do objeto como um todo continuo. (DUVAL, 1999)

De acordo com Duval (2009), quando trabalhamos com geometria, trés
formas de processos cognitivos devem ser consideradas.

A primeira delas € a visualizacdo. Trata-se do processo de examinar o
espaco-representacdo de uma ilustracdo ou de uma afirmacédo, para a exploracéo
heuristica de uma situacdo complexa, por uma breve olhada ou por uma verificacao
subjetiva.

A segunda forma se refere a construcdo de modelos, com uso de
instrumentos, em que as acdes representadas e os resultados observados sao
ligados aos objetos matematicos representados;

A terceira forma esta associada ao raciocinio usado para estabelecer relacbes
no processo do discurso para a extensao do conhecimento, para a prova e para a
explicacéo.

Aquelas ligacdes entre registros, que levam a aprendizagem dos conceitos
Matematicos, compdem a arquitetura cognitiva através da qual os alunos podem
reconhecer o0 mesmo objeto através de diferentes representacdes. Elas sempre
comecam com a coordenacdo de um registro que disponibiliza a visualizacéo e outro
para realizar uma funcgéo discursiva (Duval, 2009).

Para Duval (2009), o emprego de varios registros de uma mesma
representacéo, seja a0 mesmo tempo seja sucessivamente, por si apenas nao
acarreta a sua coordenacdo, de modo que ela ndo se da espontaneamente. Para
que ocorra a coordenacdo € necessario discriminar as unidades significantes
proprias de cada registro a serem postas em correspondéncia nos registros de
partida e de chegada.

Entretanto,
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mesmo nos registros em unidades discretas, como aqueles das
linguas, as unidades significantes que compdem uma representacao,
isto quer dizer um enunciado, uma férmula, ou um texto, n&o
aparecem separada e independentemente umas das outras. [...] uma
definicdo provavel e individual de unidades significantes torna-se
totalmente inoperante e ambigua. (DUVAL, 2009, p. 101)

Para solucionar esse problema, seria necessario “possibilitar a exploracao de
todas as variacdes possiveis de uma representacdo num registro fazendo prever, ou
observar, as variagées concomitantes de representacdo em outro registro”. (DUVAL,
2009, p. 101)

A aprendizagem de um sistema de representacao por parte dos alunos nao é
simples. Avaliacdes institucionais na Franca na década de 90 mostraram que, ao
entrar para a faculdade, apenas um em cada trés estudantes tem pleno
entendimento, por exemplo, do funcionamento do sistema de numeracao decimal, e
estd habilitado a ter sucesso em todas as questdes relacionadas as mais simples
operacdes como: multiplicacdo ou divisdo de numeros decimais. (DUVAL, 2009)

Quando Duval fala de “registro de representacdo semiética” ele se refere a
um sistema de signos que acumulam as funcdes de comunicagao, tratamento e
objetivacdo. Ele ndo leva em conta as notagBes convencionais que ndo sao
sistemas. Por exemplo, as numera¢des binarias e decimais formam um sistema,
mas as letras ou simbolos usados para indicar as operacdes algébricas ndo formam.
(D’AMORE, 2005)

Duval (1999) afirma que, do ponto de vista cognitivo, a atividade matematica
se diferencia dos outros dominios da ciéncia, tendo em vista que 0s objetos
matematicos sdo acessiveis apenas por meio de suas representacdes semioticas.
Nas outras areas do conhecimento,ao contrario, as representacdes semioticas séo
imagens ou descricbes sobre alguns fendbmenos do mundo externo real, as quais
podemos ter um acesso perceptual e instrumental.

Por outro lado, a compreensdo da matematica exige distinguir os objetos
matematicos de suas representacdes, por exemplo, os numeros ndo devem ser
confundidos com os digitos de um dado sistema de numeracdo (romana, binaria,
decimal). Da mesma maneira, figuras em geometria, mesmo quando construidas
com preciséo, sdo apenas representacdes com valores especificos que ndo sdo em
si 0s objetos matematicos. (DUVAL, 1999)
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Segundo Santaella (1983), o termo semidtica vem da raiz grega “semeion”,
que quer dizer signo. Semidtica seria a ciéncia dos signos, a ciéncia, por
conseguinte, de toda e qualquer linguagem. A Semidtica € a ciéncia que tem por
objeto de investigacdo o que ha de comum a todas as linguagens possiveis, ou seja,
ela tem por objetivo o0 exame dos modos de constituicdo de todo e qualquer
fendmeno de producéo de significagéo e de sentido.

Duval (2009) defende a importancia das representacdes semiédticas pelo fato
de que as opcdes de tratamento matematico, como operagbes de calculo,
dependem do sistema de representacdo. Por exemplo, o sistema decimal de posi¢céo
d& mais possibilidades de tratamento do que o sistema romano de numeracao.

Para Santaella (2000), signo é uma coisa que representa outra coisa: seu
objeto. Ele s6 pode funcionar como signo se carregar esse poder de representar, de
substituir outra coisa diferente dele. Signo pode ser definido como qualquer coisa
que, de um lado, é determinada por um Objeto e, de outro, determina uma ideia na
mente de uma pessoa, esta Ultima é denominada o Interpretante do signo. Um
signo, assim, tem uma relacdo triddica: com seu objeto, por um lado, e com seu
interpretante, por outro.

Para Duval (1998), contudo, os sistemas de representacdo semiotica
utilizados na Matemética, se tornaram significativos em si mesmos, sem depender
da relacdo entre o interpretante e o objeto, inaugurando uma relacdo ndo mais

triddica.

Os sistemas semidticos tornaram-se independentes de suas
possiveis interpretacfes, com o0 surgimento dos sistemas formais.
Aparecem entdo as nog¢des de simulacdo e modelagem como
essenciais para descrever a atividade de conhecimento e a nogéo de
representacdo € independente do sujeito e do objeto. Na verdade, a
nocdo de objeto assume uma nova natureza, uma vez que € O
mesmo sistema que d& sentido aos signos e, portanto, € necessario
falar de objeto-estrutura. A deducdo a que desempenha um papel
fundamental na constituicdo da ciéncia. (DUVAL, 1998, traducado
nossa)’

! “Los sistemas semidticos se vuelven independientes de sus posibles interpretaciones, con la
aparicion de los sistemas formales. Aparecen entonces las nociones de simulacion y modelizacion
como esenciales para describir la actividad del conocimiento y la nocion de representacion es
independiente del sujeto y del objeto. De hecho la nocién de objeto asume una nueva naturaleza,
dado que es el sistema mismo quien le da significado a los signos y, por consiguiente, es necesario
hablara de objeto-estructura. La deduccion juega un papel fundador en la constitucion de la ciencia.”
(DUVAL, 1998)
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A representacdo se caracteriza por uma correspondéncia entre duas
entidades (qualguer notagdo, signo ou conjunto de simbolos) que um individuo pde
em algum tipo de relacdo referencial uma com a outra. Por meio dessa
correspondéncia a entidade que é a representacdo evoca a entidade representada
(algum aspecto do mundo externo ou de nossa imaginacao), ainda que esta ultima
nao esteja presente. (COLOMBO, 2008)

Duval (1999) pondera sobre o significado da palavra “representacao”.
Segundo ele, ao lidar com uma representacdo € necessario levar em conta o
sistema em que esta é produzida, pois o significado de qualquer representacdo néo
é determinado por sua realizacdo material, mas apenas por suas relacdes frente a
outros signos. Para ele, € o niumero de possiveis escolhas que importa. Os sistemas
de numeracdo decimal e binaria sdo exemplos desta deliberacdo semidtica: o
significado de cada digito depende ndo s6 da sua posi¢do, mas também do namero
de escolhas possiveis para cada posicéo.

Como a linguagem, um sistema semidtico pode ser utilizado tanto
mentalmente quanto por escrito. Entretanto, as estratégias de tratamento desse
sistema podem variar. Por exemplo: o célculo mental usa 0 mesmo sistema decimal
que o escrito, mas ndo as mesmas estratégias.

Existe uma grande diversidade de representacdes semidticas usadas em
matematica, tais como os sistemas de numeracgdao, as figuras geométricas, a escrita
algébrica, e os graficos. Mesmo a linguagem natural pode ser usada, ainda que de

maneira diferente do seu uso na linguagem cotidiana.

REPRESENTACAO DISCURSIVA

REPRESENTACAO NAO
DISCURSIVA

REGISTROS
MULTIFUNCIONAIS:

0s tratamentos ndo sao
algoritmizaveis.

Lingua natural.
Associagdes verbais (conceituais).
Forma de raciocinar:

- argumentacao a partir de observacgoes,
de crengas ...;

- deducéo vélida a partir de definicdo ou de
teoremas.

Figuras geométricas planas ou em
perspectivas

(configuragdes em dimenséo 0, 1, 2 ou 3);

-apreensao operatdria e ndo somente
perceptiva;

-construg&@o com instrumentos.

REGISTROS
MONOFUNCIONAIS:

0s tratamentos séo
principalmente algoritmos.

Sistemas de escritas:

-numéricas (binaria, decimal, fracionaria...);
-algébricas;

-simbdlicas (linguas formais).

Calculo

Gréficos cartesianos:
-mudancgas de sistema de coordenadas;
- interpolacdo, extrapolacéo.

QUADRO 1 — REPRESENTACOES SEMIOTICAS
FONTE: Duval (2003, p.14).
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O Quadro 1 nos traz uma ideia dos tipos de registros utilizados em
matematica, bem como de suas fung¢fes, quais sejam: discursiva e nao discursiva;
multifuncional e monofuncional.

A lingua natural € a representacao discursiva fundamental. Sendo ela um
registro multifuncional, ela ndo nos permite realizar tratamentos algoritmizaveis. Por
meio dela podem ser feitas as argumentacées e as deducdes, bem como a
utilizacao da lingua escrita ou falada.

Os sistemas de escrita sdo representacdes discursivas monofuncionais que
se baseiam em sistemas de escrita mais econémicas, as quais podem ser aplicados
tratamentos algoritmicos.

As figuras geométricas sao representacdes ndo discursivas multifuncionais.
Elas podem ser construidas com instrumentos, podem ser apreendidas
perceptivamente e permitem apreensdes operatorias.

Os gréficos cartesianos sdo representacées nao discursivas monofuncionais
gue permitem tratamentos algoritmizaveis.

Duval (2009) distingue dois tipos de transformacdes de representacdes
semidticas: o tratamento e a conversao.

Os tratamentos sao transformacdes de representacbes que estdo dentro do
mesmo registro: por exemplo, efetuar um calculo permanecendo no mesmo sistema
de representacdo de escrita dos numeros, resolver uma equacao ou um sistema de
equacdes. (DUVAL, 2009)

As conversdes sao transformacbes de representacdes que alternam entre
registros, mantendo os mesmos objetos denotados: por exemplo, escrever uma
equacdao algébrica a partir de um grafico. (DUVAL, 2009)

Podemos citar como exemplo de conversao as transformacdes entre registros
numéricos decimal, fracionario e porcentagem: 0,3 = 30/100 = 30%.

Do ponto de vista matematico, a conversao ocorre apenas para selecionar o
registro em que a realizacdo dos tratamentos é mais econdmica, mais potente, ou
para criar um segundo registro que sirva como um suporte ou guia para 0S
tratamentos que sao realizados no outro registro. Por outro lado, do ponto de vista
cognitivo, a atividade de conversdo parece ser a atividade de transformacao
representacional fundamental que conduz aos mecanismos subjacentes a
compreensao. (DUVAL, 2009)
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Existem dois tipos de fendbmenos caracteristicos da conversdo entre
representagcbes: as variacdes de congruéncia e de nao-congruéncia. Eles sao
percebidos ao comparar o registro de chegada e o de partida. Em geral, quando ha
congruéncia a complexidade é menor e quando ndo ha congruéncia a complexidade
€ maior. Além disso, h4 uma heterogeneidade entre os dois sentidos em que se
efetua uma conversao, de modo que saber converter em um sentido ndo implica
saber converter no sentido contrario. (DUVAL, 2003)

Duval (2003) exemplifica uma conversdo congruente da seguinte forma: “o
conjunto de pontos cuja ordenada € superior a abscissa: y > X*. Para efetuar tal
conversdo da lingua natural para o registro algébrico é suficiente uma
correspondéncia termo a termo entre as respectivas unidades significantes. Neste
caso, a conversao inversa permite voltar a encontrar a expressao inicial do registro
de partida.

Como exemplo de nao-congruéncia, temos: “o conjunto de pontos que tem
uma abscissa positiva: x > 0. Na escritura algébrica ndo existe uma unidade
significante que corresponda a ‘positivo’. Para suprir essa caréncia € necessario
recorrer a “> 07, que é a combinagdo de duas unidades significantes. Aqui ndo ha
correspondéncia termo a termo entre as unidades significantes respectivas da
expressdo, 0 que requer uma reorganizacdo da expressdo dada no registro de
partida para obter a expressdo correspondente no registro de chegada (DUVAL,
2003).

A apreensdo de uma representacdo semibtica, por parte do sujeito, é
chamada de semidsis, enquanto que a apreensao conceitual do objeto matematico é
denominada noésis. Para que ocorra essa ultima o sujeito deve ser capaz de utilizar
a conversdao de diferentes representacdes semidticas de um mesmo objeto
matematico. Além disso, como o sentido da conversao implica em fatores diferentes
de congruéncia, ou seja, implica em niveis de dificuldade diferentes, seria
necessario dominar também o sentido inverso da conversao.

Em resumo, a apreensdo de objetos matematicos implica a compreenséo
integrativa de uma variedade de registros de representacdo semiética. Envolve
também as capacidades de construcéo, argumentacao e raciocinio. Perpassam por
uma exploracdo heuristica, ou seja, por um processo de descoberta das ideias que
fazem parte da fundacdo do conhecimento Matematico. Esses aspectos propiciam a

visualizagéo dos conceitos que se inter-relacionam em um todo continuo.
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Apresentamos até aqui alguns aspectos da teoria dos registros de
representacdo semiodtica de Duval (2009) que permeiam as caracteristicas da
aprendizagem da matematica. Mais adiante examinaremos alguns textos

direcionados a formacéao de professores relacionados ao conceito de volumes.

1.2 O TRATAMENTO CONCEITUAL E EPISTEMOLOGICO DE VOLUMES

Podemos abordar os conteludos de ensino da Matematica de diferentes
formas. Ha aquelas abordagens pelas quais aprendemos baseados em formulas de
calculo, puro e simples, sem buscar compreender o significado, as origens ou 0s
porqués dessas férmulas. Mas ha também aquelas abordagens em que se busca
compreender as ideias e o raciocinio que conduz aquelas férmulas, propiciando a
conceitualizacéo.

Convencionemos chamar de estaticas aquelas abordagens de materiais
didaticos que enfatizam o uso de férmulas matematicas e desconsideram a
utilizacéo dos diferentes registros de representacdo semibtica.

De outro lado, convencionemos chamar de dinamicas as abordagens de
materiais didaticos que consideram a utilizacdo dos diversos registros de
representacdo semiodtica, e que procuram propiciar a noeésis.

Habitualmente em livros didaticos e apostilas 0 método de ensino se resume
a apresentacao de férmulas comuns para o calculo do volume de sélidos seguidos
de solicitacdo da execuc¢do de séries de exercicios.

Lima et al. (2001) realiza uma analise de doze colecbes de livros didaticos
para o ensino médio, apontando diversos problemas, principalmente no que diz
respeito ao estudo de areas e volumes. De um modo geral € observado que esse
conteudo foi tratado de maneira apressada e desordenada. Nao ha, por exemplo, a
preocupacdo em definir de maneira adequada o que é volume: a definicdo do
volume de um sdlido ndo é apresentada, e a férmula do volume de um bloco
retangular € apresentada apenas por meio de exercicios que sao tomados como
representativos e dos quais se pretende que ela seja “deduzida”.

A principal critica se refere a falta de rigor matematico e ao excesso de

tratamento algébrico nas atividades propostas. Ao ser submetido apenas a
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manipulacdo de exercicios fora de contextos de aplicacéo, o leitor fica prejudicado,
sem estimulo para pensar ou para usar sua criatividade. Um dos problemas que
surgem dai é que esse desestimulo pode prejudicar mesmo a formacdo dos
professores, e, na esteira delas, a apreensao dos conteudos pelos estudantes. Com
efeito, os livros didaticos podem constituir a ocasido para o aprendizado do proprio
professor, visto que, em muitos casos, pode ser por meio do livro didatico que o
professor aprende aquilo que vai transmitir aos alunos. Isso acontece quando o
professor ndo estudou o assunto em sua formacao inicial.

Um grave problema na formacé&o do futuro professor € o seguinte:

... quando jovem entra na faculdade, n&o teve uma boa formagéo na
escola, logo ndo conhece bem a Matematica que vai ensinar. Por sua
vez, as aulas que tem na faculdade tratam de Célculo, Variaveis
Complexas, EquacBes Diferenciais e outros assuntos que ele
bravamente, com grande esforco, tenta assimilar em dose minima
para ser aprovado no exame. No final de tudo, recebe seu diploma
sem ter dominio das coisas que vai ensinar a seus alunos, como
decimais infinitas, as proposi¢cfes basicas da Geometria no Espaco,
Divisibilidade, Andlise Combinatéria, etc. (LIMA, 2007)

Para os docentes que tiveram uma educacdo mateméatica voltada para a
aprendizagem mecéanica pela repeticdo de exercicios, a maneira mais natural de
ensinar é seguir pelo mesmo caminho. Ora, se é evidentemente importante saber
efetuar os calculos, é preciso também ir além e entender os conceitos.

A despeito das dificuldades da aprendizagem da Matemética, atribuidas por

s

Duval ao fato de que esse conhecimento € acessivel apenas por meio de suas
representacdes, Lima (2007) ressalta que, em todas as épocas, € reconhecida a
importancia desse conhecimento, para a formacéo cultural do individuo e para lhe
fornecer instrumentos para entender o mundo, prever resultados e controlar
fenbmenos.

A fim de atingir uma melhoria no ensino da Matematica o autor sugere que,
para habituar os alunos “‘com o método matematico, dota-los de habilidades para
lidar desembaracadamente com os mecanismos do calculo e dar-lhe condicbes para
mais tarde saberem utilizar seus conhecimentos em situagdes da vida real”, de uma
maneira global, a estrutura de um curso de Mateméatica deve abranger trés
componentes fundamentais, que formariam um tripé. Quais sejam: a conceituacao, a

manipulacéo e as aplicagées. Quanto a conceituacao, ele afirma que ela
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(...) compreende a formulagcdo correta e objetiva das definicbes
matematicas, o enunciado preciso das proposicdes, a préatica do
raciocinio dedutivo, a nitida conscientizacdo de que conclusdes
sempre sdo provenientes de hipdteses que se admitem, a distincdo
entre uma afirmagdo e sua reciproca, o estabelecimento de
conexdes entre conceitos diversos, bem como a interpretacdo e a
reformulacdo de ideias e fatos sob diferentes formas e termos. E
importante ter em mente e destacar que a conceituacdo €
indispensavel para o bom resultado das aplicacdes. (LIMA, 2007)

Se estabelecermos uma relacdo entre a conceituacdo, apontada por Lima
(2007) e a noésis nos termos de Duval (2009), poderemos afirmar que ambas
estariam condicionadas a coordenagdo de mais de um registro de representacao.
Essa relacao fica evidente quando Lima se refere a importancia da “interpretacéo e a
reformulacdo de ideias e fatos sob diferentes formas e termos”. Poderiamos
considerar que o uso de diferentes formas e termos significa a coordenacdo dos
registros de representacdo semibticas.

A segunda base do tripé:

A manipulacéo, de caréater principalmente (mas ndo exclusivamente)
algébrico, esta para o ensino e o aprendizado da Matemética assim
como a pratica dos exercicios e escalas musicais esta para a muasica
(ou mesmo como o repetido treinamento dos chamados
“fundamentos” esta para certos esportes, como o ténis e o voleibol).
A habilidade e a destreza no manuseio de equacgdes, formulas e
construgbes geométricas elementares, o desenvolvimento de
atitudes mentais automaticas, verdadeiros reflexos condicionados,
permite ao usuario da Matemética concentrar sua atengéo consciente
nos pontos realmente cruciais, poupando-lhe da perda de tempo e
energia com detalhes secundarios. (LIMA, 2007)

Assim sendo, a manipulacdo equivaleria a conhecer as especificidades, ou as
formas de tratamento, que sdo possiveis em cada sistema de registros. Lima
menciona as constru¢des geométricas como parte integrante da manipulagéo, assim
como Duval, quando nos traz consideracdes a cerca da exploragdo heuristica e das
construgbes por meio de instrumentos. Entretanto, para Duval, os objetos
Matematicos sempre séo acessados utilizando-se mais de um tipo de registro.

A terceira base do tripé séo as aplica¢des, que Lima caracteriza considerando

que:
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As aplicacbes sao empregos das nocdes e teorias da Matematica
para obter resultados, conclusdes e previsdes em situacbes que vao
desde problemas triviais do dia a dia a questdes mais sutis que
surgem noutras areas, quer cientificas, quer tecnoldgicas, quer
mesmo sociais. As aplicacdes constituem a principal razao pela qual
0 ensino da Matematica é tdo difundido e necessario, desde os
primordios da civilizagcdo até os dias de hoje e certamente cada vez
mais no futuro. Como as entendemos, as aplicagbes do
conhecimento matematico incluem a resolucdo de problemas, essa
arte intrigante que, por meio de desafios, desenvolve a criatividade,
nutre a auto-estima, estimula a imaginacdo e recompensa o esforgo
de aprender. (LIMA, 2007)

As aplicacbes seriam entdo o préprio uso da matematica para resolver os
problemas que nos impde a vida.

Observemos que ndo se pretende considerar que esses trés componentes
sejam 0s Unicos, nem que eles estejam necessariamente dispostos em uma ordem
pré estabelecida. O que é importante € que eles ndo sejam negligenciados para que
a prética dessas orientagfes signifigue uma melhoria nos cursos atuais das escolas
publicas. Isso permitird sanar as deficiéncias dos livros analisados por Lima et al.
(2001) que, em geral, estdo focados na manipulacdo em detrimento da
conceituacao.

Alguns autores trazem abordagens diferentes daquelas focadas em férmulas
e tornam mais dindmico o aprendizado de &reas, semelhancas e volumes.

Lima et. al. (2003) trazem sugestfes de aulas. O capitulo quinto da referida
obra traz uma proposta de atividades para introducdo ao célculo de volumes
sugerindo que, para desenvolver o conceito de volume, o professor deve, antes de
uma definicdo formal, apresentar uma ideia intuitiva e fornecer diversos exemplos
para que os alunos possam compreender o assunto que serd tratado.

Segundo os autores uma boa introducdo ao tema seria apresentar uma
caracterizacdo geral de volume de um solido com uma formulacdo tal como a
seguinte: o Volume de um solido é a quantidade de espaco por ele ocupada.

Com esta ideia os autores sugerem que sejam feitas comparacdes
provocativas, por exemplo: “Dadas duas caixas, qual delas tem maior volume?
Quem tem maior volume: Maria ou Pedro? Observando uma panela pequena e uma
garrafa, que objeto parece ter maior volume? Uma bola de futebol ou uma caixa de

sapatos?”’
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Esses exemplos de como iniciar o ensino ilustram a proposta dos autores de
introduzir um contetdo matematico por meio de aplicacdes que necessitam do
conhecimento do conceito. Além disso, podem estimular o raciocinio, a
argumentacao e suscitar ideias quanto as maneiras possiveis de responder a essas

perguntas.

Muitas comparacdes sdo Obvias, outras ndo. No caso da panela e da
garrafa, pode-se encher a garrafa com agua e despejar dentro da
panela. Para comparar volumes de objetos impermeaveis podemos
mergulha-los, um de cada vez, em um reservatério contendo agua
até o bordo e comparar a quantidade de agua que transbordou. Se
tivermos um reservatorio cilindrico de vidro, podemos colar em sua
parede uma escala de nossa escolha e, com ela medir volumes de
pequenos objetos impermedveis, como uma pedra de formato
irregular, por exemplo. (Lima et. al., 2003)

Essas sugestdes, se experimentadas, poderiam eventualmente servir para
alguma atividade pratica, mas principalmente, serviriam como um conhecimento que
o aprendiz poderia utilizar como auxilio em sua visualizacdo e em seu raciocinio.
Além disso, elas podem servir também como um elemento motivador para o estudo
dos volumes, por meio do qual se perceberd a dificuldade pratica de se estabelecer
o volume dos objetos.

Por exemplo, o mestre de obras precisa saber o volume de concreto
gue sera utilizado na constru¢do das colunas, vigas e lajes de um
edificio. A forma e as dimensfes de cada um destes objetos estdo na
planta e o célculo do volume devera ser feito antes que o edificio
exista. Alguns objetos sdo pequenos demais, ou grandes demais, ou
sdo inacessiveis, ou simplesmente ndo existem concretamente.
Sentimos entdo a necessidade de obter métodos para o célculo de
volumes, pelo menos de objetos simples, conhecendo sua forma e
suas dimensdes. (Lima et. al., 2003)

Medir volume, intuitivamente, consiste em atribuir um valor numérico a
‘quantidade de espago” ocupada por alguma coisa, em comparacdo com uma
unidade de volume estabelecida. Muitas vezes, em vez de uma unidade de volume,
utiliza-se uma unidade de capacidade. (BROLEZZI e DRUCK, 2002).

Grando (2009) nos mostra como trabalhadores de olarias calculam a
guantidade de tijolos a serem transportados em um caminhdo. De acordo com
Grando, os oleiros fazem filas de tijolos pelo comprimento, pela largura e pela altura

da carroceria. A seguir eles contam a quantidade de tijolos de cada fila e multiplicam
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os valores obtidos. Assim € obtido o volume de tijolos que a carroceria do caminh&o
pode conter.

Essa ideia do volume da carroceria de um caminhdo € uma aplicacdo desse
conhecimento. A conceituacdo consistiria em generalizar esse conhecimento e
realizar demonstragcBes com rigor matematico. A manipulagéo seria trabalhada na
resolucdo de problemas relacionados a esse conteudo.

Em geral, para medir volume, utiliza-se um cubo de aresta 1 centimetro (cm).

O volume seria, assim, equivalente a 1 centimetro ctbico (cm®) (FIGURA 1).

1 unidade de volume

1
FIGURA 1 - CUBO UNITARIO
Fonte: Lima et. al., 2003

Assim, o volume de um objeto, em relacéo ao cm?®, deve ser um nimero que
exprima quantos cubos unitérios esse objeto pode conter.

O cubo unitario, no entanto, ndo seria muito apropriado para medir, por
exemplo, quantos cubos unitarios poderiam caber em uma garrafa de refrigerante,
pois 0s cubos unitarios ndo se ajustariam perfeitamente para preencher totalmente a
forma da garrafa. Nesse caso, teriamos entdo uma aproximacao.

Entretanto, eles podem nos servir como unidade de medida a ser comparada
com objetos que tenham todos os angulos retos. Isso nos permitiria calcular com
precisdo o volume de um paralelepipedo retangulo, ou simplesmente, de um bloco
retangular.

Poderiamos entdo propor que se imaginasse inicialmente um bloco retangular

com dimensdes 4cm, 3cm e 2cm, e a seguir se perguntasse: “Qual é o seu volume?”
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4
FIGURA 2 - PARALELEPIPEDO
Fonte: Lima et. al., 2003

Observando o desenho (FIGURA 2), ndo ha duvida que este bloco possa ser
dividido em 4x3x2 = 24 cubos unitarios e, portanto, que seu volume equivale a
24cm?,

A partir da compreensdo desse resultado, poderiamos partir para questées
mais complexas, como, por exemplo, a seguinte: “O que acontece quando as
dimensdes do bloco nao forem inteiras? Continuaria valendo o produto das
dimensdes desse bloco? Como isso se justifica?”

Para calcular o volume do bloco retangular de 5,6 cm de comprimento, 4,7 cm
de largura e 2,0 cm de altura (FIGURA 3), por exemplo, podemos dividir cada aresta
do cubo unitario (com 1 cm de aresta) em 10 partes iguais. Tracando pelos pontos
de divisdo planos paralelos as faces, dividimos esse cubo unitario em 1000 cubos
menores de aresta 1/10 (FIGURA 4).

(%]

5.6
FIGURA 3 - PARALELEPIPEDO
Fonte: Lima et. al., 2003
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FIGURA 4 CUBO UNITARIO SUBDIVIDO
Fonte: Lima et. al., 2003
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O volume de cada cubinho seria v = 1/1000. Podemos contar quantos destes
cubinhos preenchem o bloco retangular dado: séo 56 x 47 x 20 cubinhos. Logo, o
volume do bloco retangular € igual ao nimero de cubinhos multiplicado pelo volume
de 1 cubinho, ou seja, 56 x 47 x 20 x 1 = 5,6 x 4,7 x 2,0. 1000

Em um terceiro nivel de complexidade, poderiamos examinar o que ocorreria
caso as medidas dos lados do paralelepipedo fossem numeros irracionais.

Nesse caso, podemos utilizar aproximacdes sucessivas. Essa abordagem é
conhecida como método da exaustdo. Dado um cubo C de aresta b irracional, se x
for um nimero menor que b x é menor que o volume de C, e se y for um nimero
maior que b®, entdo, y é maior que o volume de C. Conclui-se que b® deve ser igual
ao volume de C. (BROLEZZI, DRUCK, 2002)

Assim podemos dizer que basta multiplicar as medidas das trés dimensdes do
paralelepipedo para obter seu volume.

Para Lima (2009), o aspecto histérico do conhecimento Matematico ajuda a
entender a evolucdo das ideias, 0 seu significado presente, além de amenizar e
suavizar a aprendizagem.

Brolezzi e Druck (2002) elaboraram um material de apoio para ser aplicado
em um curso de formacdo de professores. Os autores enriqueceram seu texto
adicionando informacgfes historicas referentes a construgdo do conhecimento de
volumes, semelhancas e areas, constituindo, assim, uma abordagem epistemolégica
da ideia de volume. Esse material trazia informacdes tais como a de que “Herddoto,
um dos primeiros historiadores da humanidade, afirmava que o0s gregos teriam

trazido a Geometria do Egito.”

E bem conhecida a histéria de que as cheias do Rio Nilo desfaziam
as divisdes entre as terras, que, para serem refeitas, precisavam de
calculos e medidas de areas. Dai a palavra geometria - "medida da
terra". Entretanto, Aristoteles, grande filésofo da Grécia Antiga, dizia
gque a Geometria teria nascido no Egito, ndo em razdo de suas
aplicacdes praticas, mas pelo fato de os sacerdotes terem tempo
livre o suficiente para se dedicar a apreciacdo das formas da
natureza e ao estudo ludico dessas formas. (BROLEZZ| e DRUCK,

2002)

Percebemos, assim, que o0 estudo do célculo do volume dos sdlidos
geométricos, denominado “estereometria”, interessou aos povos da Antiguidade,

tanto pela sua utilidade pratica como pelos desafios que representava.
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Arquimedes (287-212 a.c.), nascido na cidade grega de Siracusa, filho de
astrénomo, estudou com os discipulos de Euclides em Alexandria. Arquimedes foi
um grande matematico e, pode-se afirmar, um homem a frente de seu tempo. Suas
criacbes intrigaram estudiosos por séculos para saber de onde vinha sua
genialidade.

Até que em 1906, em Constantinopla, foi descoberta uma cépia de O Método,
um tratado de Arquimedes enviado a Eratdstenes que se encontrava perdido desde
os primeiros séculos depois de Cristo. Neste tratado constavam as ideias gerais
sobre os métodos utilizados por Arquimedes para descobrir as areas e volumes de
alguns solidos. Com isso descobriu-se que ele se valia de métodos fisicos em seus
raciocinios. (BROLEZZI, DRUCK, 2002)

A ideia fundamental de Arquimedes, o método do equilibrio, consiste em
utilizar uma alavanca para colocar em equilibrio uma figura de area ou volume
conhecido com outra que se deseje conhecer.

Brolezzi e Druck (2002) consideram que os métodos heuristicos, utilizados
por Arquimedes, podem ser de grande utilidade no ensino da Matematica. Os
autores trazem como exemplo a utilizacdo do método da exaustao para determinar a
area de um circulo. Vejamos um exemplo utilizando o hexagono como aproximacao
da &rea de um circulo (FIGURA 5).

O perimetro do hexagono inscrito é um pouco menor que O
comprimento C da circunferéncia. A altura dos triangulos que
compdem o hexagono é também um pouco menor que o raio r do
circulo. Considerando-se um poligono com um ndamero maior de
lados, podemos imaginar que a medida do perimetro ficard mais
proxima do comprimento da circunferéncia e que a altura dos
triangulos em que o poligono se decompora ficara mais proxima a do
raio do circulo. Como a area de cada triangulo é a metade da altura
vezes a base (um dos lados do poligono), a area do poligono ficara
sempre mais proxima de rC/2, & medida que aumentar o nimero de
lados do poligono. Arquimedes considerou que a limitacao inferior a
area do circulo fazia com que essa area nunca fosse inferior a rC/2.
De forma similar, ele propunha considerar um poligono regular
circunscrevendo o circulo para n = 6, como na ilustracdo abaixo.
Aumentando o valor de n, a area do poligono circunscrito tende a
rC/2. Dada essa limitagdo superior, a area do circulo ndo pode ser
maior que rC/2.

Arquimedes conclui seu raciocinio afirmando que, se a area do
circulo ndo pode ser menor que rC/2 nem maior que rC/2, entdo, ela
deve ser igual a rC/2. (BROLEZZI e DRUCK, 2002)
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FIGURA 5 - AREA DA CIRCUNFERENCIA
Fonte: adaptado de Brolezzi e Druck (2002)

Para os autores, o trabalho com composicdo e decomposicdo de figuras,
inspirado na Geometria grega, pode ser utilizado desde as séries iniciais, por
exemplo, para o célculo aproximado da &rea de uma figura qualquer, por excesso ou
falta, a partir de malhas quadriculadas, triangulares ou hexagonais.

As atividades de composicdo e decomposicdo de figuras sdo consideradas
importantes também para Lima (2007) e para Duval (2003). Eles consideram que
elas sdo, quase sempre, requeridas na resolucao de problemas geométricos e sédo
de fundamental importancia nas questdes cognitivas da aprendizagem Matemética.

Segundo Brolezzi e Druck (2002), o habito de visualizar as composi¢des de
figuras subjacentes ao calculo de areas pode ser (til, ainda, para o desenvolvimento
de noc¢des mais sofisticadas, como a noc¢ao de integral.

Cavalieri elaborou um conceito intuitivo que trata do volume de solidos,
conhecido como Principio de Cavalieri. Essa ideia pode ser aplicada para o
entendimento do volume de sélidos, e pode ser ilustrada pela imaginacao sobre o
gue acontece quando, por exemplo, manipulamos duas pilhas de cartas de baralhos
completos. Estando as cartas organizadas de modos diferentes, ainda assim, a
guantidade de cartas nao se altera (FIGURA 6). Assim, se pensarmos que o volume
da pilha equivale a soma das areas de suas cartas, esse valor permanece inalterado
entre as pilhas de cartas. Essa ideia pode ser generalizada, mesmo que as formas
sejam diferentes basta que as areas das duas pilhas sejam iguais.

Figam 1

FIGURA 6 - ILUSTRACAO DO PRINCIPIO DE CAVALIERI
Fonte: (SAO PAULO, 2009)
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Pela ideia proposta por Cavalieri temos que:

1. Se os segmentos determinados pela interseccédo de qualquer reta
perpendicular a uma direcdo fixa com duas figuras planas tiverem
sempre 0 mesmo comprimento, entdo, as superficies ttm a mesma
area.

2. Se as éareas das seccdes por qualquer plano perpendicular a uma
direcdo fixa de dois soélidos forem iguais, entdo, os solidos tém
volumes iguais. (BROLEZZI e DRUCK, 2002)

Assim podemos calcular o volume de um sdélido comparando-o a outro, de
volume conhecido, e verificando se qualquer plano paralelo a suas bases, ao corta-
los, gera figuras planas de mesma area.

Acreditamos que essa ideia de continuidade, em que o volume de um objeto
equivale a soma da area de suas seccdes, proporciona aquela compreensdo em
forma de movimento, em que pontos podem formar linhas e, correlativamente, linhas
podem formar planos, e esses, por fim, podem formar sélidos. Sendo assim, uma
continuidade, como uma linha que faz um lencol e ao dobrarmos esse lencol temos
um volume.

Apesar de o Principio de Cavalieri estar presente nos livros didaticos, em
muitos casos, falta uma conexdo entre tal principio e os demais temas relacionados
ao volume das figuras. Além disso, quase sempre as atividades abordadas nos livros
gue sao inspiradas no Principio de Cavalieri utilizam apenas solidos geométricos de
medidas inteiras. (LIMA et al., 2001)

O Principio de Cavalieri, no entanto, pode ter aplicacdes bem mais amplas, e
auxiliar na explicacao de problemas mateméaticos bem mais complexos, como 0s que
apresentamos abaixo.

Sabemos que obter o volume do paralelepipedo reto-retdngulo equivale a
calcular o produto das medidas lineares de suas trés dimensdes. A partir do
Principio de Cavalieri podemos comparar esse soélido com outros que sejam
diferentes apenas no formato de suas bases, mas que conservem a area dessas
bases iguais as do paralelepipedo referido.

Se a base do objeto cujo volume queremos conhecer tiver a mesma area da
base do paralelepipedo, entdo, “tomando um plano paralelo ao plano da base dos

dois sodlidos, suas intersecgbes com dois solidos serdo figuras geométricas
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congruentes com suas bases, portanto, terdo a mesma area” (BROLEZZI e DRUCK ,
2002). Sendo assim os dois solidos de mesma altura devem possuir 0 mesmo
volume (FIGURA 7).

FIGURA 7 - PLANO SECCIONANDO DOIS PRISMAS
Fonte: (BROLEZZI e DRUCK, 2002)

Dois prismas de mesma base e mesma altura ttm mesmo volume.

O paralelepipedo reto-retangulo € um caso particular de cilindro. Podemos
definir o cilindro como um sélido formado a partir de uma figura plana F e de um
segmento de reta g, que chamamos de geratriz, ndo contido no mesmo plano que F.
Se para cada ponto em F erguermos um segmento paralelo a g e da mesma medida

que g, entdo teremos um cilindro (FIGURA 8).

FIGURA 8 - CILINDRO
Fonte: (LIMA, 2009)

Pelo principio de Cavalieri o volume desse soélido sera igual ao volume de
outro solido, de mesma altura e mesma éarea das bases, como o de um
paralelepipedo por exemplo.

Da mesma forma que, a partir de um prisma obtemos o volume de um cilindro
generalizado, também, a partir de uma piramide de base triangular podemos obter o

volume de um cone generalizado usando o Principio de Cavalieri.
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Podemos considerar esse cone generalizado como o sélido delimitado por
uma figura plana e pelos segmentos que unem cada ponto do contorno dessa figura

a um ponto, fora do plano da figura, chamado cume ou vértice (FIGURA 9).

FIGURA 9 - CONE GENERALIZADO
Fonte: (LIMA, 2009)

As piramides de qualquer forma de base e os cones de base circular sao
casos especiais de cones generalizados. Lima et al. (2006) e, Brolezzi e Druck
(2002) nos mostram que o Principio de Cavalieri pode ser empregado também para
tornar compreensivel a igualdade entre os volumes desses sélidos quando as areas

de suas respectivas bases e suas alturas s&o as mesmas (FIGURA 10).

H

FIGURA 10 - PIRAMIDES DE MESMA BASE E ALTURA
Fonte: (LIMA, et al., 2006)

Esses mesmos autores nos mostram que se tomarmos um prisma de base
triangular podemos dividi-lo em trés piramides que, duas a duas, tém a mesma
altura e mesma area da base (FIGURA 11). Disso resulta que o volume de uma

dessas piramides equivale ao volume do prisma que a originou dividido por trés.
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FIGURA 11 - DIVISAO DO PRISMA EM TRES PIRAMIDES
Fonte: (LIMA, et al., 2006)

Lima et. al. (2001) incentivam a utilizacdo desse principio para o ensino de
volumes, pois consideram que ele fornece argumentos intuitivos que propiciam a
compreensao das férmulas para calcular volumes.

O Principio de Cavalieri também ¢é aplicado por Brolezzi e Druck (2002) para
obter o volume da esfera. Para isso comparam-se o0s volumes de uma esfera e de
um sOlido formado pela diferenca entre um cilindro e um cone duplo, conhecido
como anticlepsidra (FIGURA 12 e FIGURA 13).

.

FIGURA 12 - ANTICLEPSIDRA
Fonte: (BROLEZZI e DRUCK, 2002)

Observemos que, cortando a esfera e o espago entre 0 cone e 0
cilindro por um plano que dista h do centro, obtemos, em ambos os
casos, uma area que € dada por p(r? — h?). O corte da esfera gera
circulos de raio r2 — h? (pelo Teorema de Pitagoras) e, portanto, tem
area p(r? — h?), enquanto o corte do espaco entre o cilindro e os
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cones gera anéis circulares, cuja area é a area do circulo maior pr?
menos a area do circulo menor ph?, ou seja, p(r? — h?).

Pelo Principio de Cavalieri, temos que o volume da esfera sera igual
ao volume do solido obtido do cilindro ap6s a remoc¢do dos dois

cones; ou seja, o volume da esfera é igual a pr2.2r — 2 G.prz.r) =
~pr2. (BROLEZZI e DRUCK, 2002)

-
N

s

FIGURA 13 - ESFERA E ANTICLEP.SI'DRA
Fonte: (BROLEZZI e DRUCK, 2002)

2

4 3
P = 4r (%) pode representar quatro vezes o

Considerando que V =

. . 72 .
volume do cone de base igual a um grande circulo da esfera (pT) e com altura igual

r.pr?

ao raio da esfera (T) temos que, o volume da esfera equivale a quatro vezes o

volume do cone de base igual ao didametro da esfera e altura igual ao raio dessa
esfera.

Esses conhecimentos matematicos, presentes nos textos da Colecdo do
Professor de Matematica e de Brolezzi e Druck (2002), e dos quais podemos obter
uma nocao intuitiva a partir dessas breves explicacbes, tém suas origens nos
trabalhos dos matematicos da antiguidade que ja mencionamos anteriormente.

Para Brolezzi e Druck (2002), o Principio de Cavalieri é uma ferramenta
matematica que possui diversas aplicacdes praticas. Uma delas € na estereologia.
Usada nas pesquisas biomédicas, a estereologia consiste em um método estatistico
para determinar propriedades morfologicas de estruturas tridimensionais, a partir de
imagens bidimensionais ou de secc¢des finas de sélidos, com base no Principio de
Cavalieri e na utilizagcdo de recursos computacionais.

A estereologia em pesquisas biomédicas é usada para verificar alteracdes no
organismo humano que podem ser indicios da presenca de doencas. Para dar um
exemplo, a estimacdo da diminuigdo da quantidade de neurénios em nosso cérebro,
que se faz por estereologia, € um dos instrumentos que permitem auxiliar no
diagnostico da doenca de Alzheimer. (BROLEZZI e DRUCK, 2002)
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A Estereologia também ¢é utilizada na Geologia, para o estudo de
cristais e rochas, através de cortes finos. A Estereologia utiliza
resultados da Geometria, da Estatistica e recursos computacionais, e
tem como metodologia central a ideia de tirar conclusdes sobre
objetos espaciais a partir da andlise de suas secBes planas, ideia
essa presente no Principio de Cavalieri. Essa ciéncia mostra que
ideias mateméticas podem encontrar aplicacdes séculos depois de
seu surgimento e podem contribuir para os avangos cientifico e
tecnolégico em diversas areas do conhecimento. (BROLEZZI,
DRUCK, 2002)

Essas aplicagfes, de acordo com Lima (2007), também devem fazer parte do
ensino da Matematica. Portanto, o texto de Brolezzi e Druck (2002), nos parece que
possui um alinhamento com as ideias de Lima quando traz essa questdo das
aplicacbes dos conhecimentos Matematicos no texto voltado para formacdo de
professores.

Outros conceitos, considerados fundamentais no ensino de volumes pelos
referidos autores, sdo a nocdo de semelhanca e a composi¢cdo e decomposicao
tanto de figuras planas quanto de figuras espaciais.

Um dos problemas que Brolezzi e Druck (2002) assinalam com respeito aos
conceitos mencionados esta relacionado com a duplicacdo da area do quadrado,
mencionada no dialogo Menon de Platdo. O problema consiste em determinar o lado

de um quadrado que tenha o dobro da area de outro quadrado preestabelecido.

Sécrates o propunha em banquetes nos quais filésofos discutiam
sobre tudo e dizia que ele podia ser resolvido mesmo por quem
nunca tivesse estudado Geometria. Para provar isso, chamava um
servo que atendia a mesa.

A primeira opinido do servo era que o novo quadrado deveria ter o
lado medindo o dobro do lado do quadrado dado. Sécrates, entéo,
fazia o servo verificar, através de desenhos, que tinha obtido um
guadrado com quatro vezes - e nao duas - a area do quadrado dado.
O passo seguinte seria fazé-lo indicar como tomar a metade desse
novo quadrado. O servo concluia que bastava tomar metades de
cada um dos quatro quadrados que compunham o quadrado maior.
(BROLEZZI e DRUCK, 2002)

Os autores destacam que “com esse método de abordagem da Geometria,
Sdcrates introduziu uma técnica muito Util pedagogicamente: o tratamento de areas

e volumes com a ideia de composi¢do e decomposicao de figuras e solidos.”
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Ao resolver este problema, o aluno pode descobrir que a razéo de
semelhanca entre as areas das figuras é igual a razdo entre os
guadrados de seus lados.

Outra ideia importante, referente ao problema de Sécrates, é que a
relacdo de semelhanca entre figuras implica uma determinada
relacdo entre &reas. No problema proposto por ele, fica claro que,
dobrando os lados do quadrado, obteremos um outro quadrado, com
guatro vezes a area do quadrado original. Esse fato, na verdade, se
generaliza. Temos sempre que a razdo entre as areas de duas
figuras semelhantes é o quadrado da razdo de semelhanca entre
elas. (BROLEZZI e DRUCK, 2002)

A nocéo de semelhancga é bastante presente no cotidiano. Podemos entendé-
la como a mudanca de escala, ou seja, a ampliacdo e reducao proporcional de uma
figura ou de um objeto. Em sala da aula, uma primeira ideia sobre esse assunto
poderia ser abordada por meio de um video do Ministério da Educacéo intitulado
“‘Matematica na vida — razdo e propor¢cao” (MEC, 2011). Esse video possui uma
parte dedicada a nocdo de semelhanca relacionada ao conceito de
proporcionalidade direta. O video traz como exemplos a ampliacdo e reducédo de
fotografias e a razdo de semelhanca entre um prédio e sua maquete. Mais detalhes
sobre o video sdo apresentados no capitulo 3.

Os livros didaticos, em geral, adotam uma visdo do conceito de semelhanca
baseada nos livros de Euclides de Alexandria. Entretanto, é possivel adotar uma
Visdo mais abrangente e ainda assim conceitualmente correta. Lima (2009) nos traz
uma nocdo de semelhanca de uma forma que possibilita o entendimento desse

conceito.

“Seja B(X, Yy, z) um bloco retangular de dimensées x, y e z. Os blocos
B(x,y, z) e B' (x’, y, Z') sdo semelhantes se, e somente se, X' = kx, y'
= ky e Z' = kz para algum numero real positivo k, chamado razdo de
semelhanca (ou fator de ampliagdo). Os volumes de B e B' sdo tais
que v(B') = kx - ky - kz = k® xyz = k® v(B), ou seja, multiplicando as
arestas de B por k, seu volume ficou multiplicado por k¥ (FIGURA
14). “Este resultado vale naturalmente para poliedros retangulares
semelhantes P e P', e levando em conta a definicdo de volume, vale
também para sélidos semelhantes quaisquer.”

“A razdo entre os volumes de soélidos semelhantes é o cubo da razao
de semelhanca.” (LIMA, 2009)
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FIGURA 14 - SEMELHANCA
Fonte: (LIMA et al., 2003)

A combinacdo das abordagens, com o video do MEC (2011) apresentando
questdes de aplicacdo do conceito de semelhanca, o raciocinio estimulado pelo
problema da duplicacdo da area do quadrado, que pode ser resolvido com auxilio da
construcdo de desenhos, e, por fim, a nocdo de semelhanca apresentada com certo
formalismo, parece-nos propicia a aprendizagem conceitual. Isso porque ela
contempla certo equilibrio entre conceituacdo, manipulacdo e aplicacdo, além de
também envolver raciocinio, visdo e construgao.

O presente capitulo foi dedicado a apresentacdo dos conceitos sobre a forma
peculiar da aprendizagem da Matemética segundo as ideias de Duval (1999, 2003,
2009). Aqui apareceram conceitos como de registros de representacdo semiética, de
tratamento, de conversdo e de visualizagdo. Como aspectos importantes para a
aprendizagem da Matemética, surgiram atividades de construcdo, de raciocinio, de
conceituacdo, de manipulacdo e de aplicacdo. Foi visto que a epistemologia da
Matematica também é relevante para o ensino dessa area de conhecimento. A partir
dos conceitos discutidos no presente capitulo, passaremos doravante a analise do
Caderno do Professor (SAO PAULO, 2009).
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2 ANALISE DA PROPOSTA CURRICULAR DE SAO PAULO

“A educacéo é a arma mais poderosa que vocé
pode usar para mudar o mundo.”

Nélson Mandela

Acreditamos poder estabelecer relacbes entre as atividades propostas no
Caderno do Professor com o tratamento epistemoldgico conforme Brolezzi e Druck
(2002) e os textos da Colecdo do Professor de Matematica descritos no Capitulo 2.
Por meio dessas relacdes, e ainda recorrendo, na medida do necessario, as ideias
de Duval (2009, 2003), acreditamos poder obter uma proposta de trabalho conceitual
sobre volumes. Esse tratamento poderia levar a uma maneira de ensino rica em
representacbes, em recursos didaticos, e que podem proporcionar uma
aprendizagem dos conceitos Matematicos relacionados ao volume de sélidos.

Na sessdo de orientacdes gerais do Caderno do Professor temos algumas
indicagbes de que o material oferecido visa a uma abordagem conceitual e

contextualizada:

Os temas escolhidos para compor o contetdo disciplinar de cada
bimestre ndo se afastam, de maneira geral, do que é usualmente
ensinado nas escolas, ou do que €& apresentado pelos livros
didaticos. As inovacbBes pretendidas referem-se a forma de
abordagem desses materiais, sugerida ao longo dos Cadernos de
cada um dos bimestres. Em tal abordagem, busca-se evidenciar os
principios norteadores do presente curriculo, destacando-se a
contextualizacdo dos conteudos, as competéncias pessoais
envolvidas, especialmente as relacionadas com a leitura e a escrita
matematica, bem como os elementos culturais internos e externos a

Matematica. (SAO PAULO, 2009, p. 8)

O que nos parece € que, ao buscar contextualizar os contetdos Matematicos,
as atividades desse material devem se aproximar do que para Lima (2009) seriam
as aplicacdes. As competéncias de leitura e escrita, possivelmente, venham a
viabilizar o trabalho com variedade de representacdes indicadas por Duval.
Enquanto que os elementos culturais, mencionados no texto citado, certamente se
apoiardo na histéria da Matematica.

Verificaremos se sdo apresentados materiais disponiveis, como textos,
softwares, sites, videos, dentre outros que poderiam ajudar o professor a enriquecer

suas aulas, consoante prevé o Caderno do Professor. O uso desses diversos
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materiais pode fornecer ao aprendiz recursos para a visualizagdo dos conceitos

matematicos.

Sabemos que uma das dificuldades que os alunos enfrentam no
estudo da geometria espacial é a representacao e a interpretacéo de
figuras tridimensionais desenhadas no plano. Neste sentido,
propomos, no inicio de cada Situacdo de Aprendizagem, atividades
de manipulacdo e exploracdo dos solidos geométricos. (SAO
PAULO, 2009, p. 8)

O trecho citado evidencia a preocupacdo com a compreensdo das
representacfes planas das figuras tridimensionais e aponta como solucdo a
exploracdo heuristica de soélidos geométricos. Isso demonstra um alinhamento com
0 aspecto da teoria de Duval no que se refere a essas dificuldades inerentes a
aprendizagem da Matematica, bem como, a importancia das construcdes e da

manipulacdo para favorecer a visualizacao.

2.1 VOLUME DO PRISMA

Assim como nas referéncias, trazidas no capitulo 1, a proposta curricular do
estado de S&o Paulo (2009) parece trazer um enfoque dinamico, que ndo se
restringe a férmulas, mas valoriza o entendimento dos conceitos. Segundo os
autores da Proposta, a estruturacdo dos volumes procurou favorecer a harmonia
entre 0 que € necessario aprender e a maneira mais adequada, significativa e
motivadora de ensinar aos alunos.

Na primeira das quatro situacdes de aprendizagem, a saber, “Prismas: uma
forma de ocupar o espacgo”, prevista no Caderno do Professor para o quarto
bimestre do segundo ano do ensino médio, sdo apresentados o conceito de prisma,
suas relacdes métricas e o calculo de seu volume.

O Caderno do Professor traz algumas orientagdes para o docente:

De maneira geral, a abordagem inicial sobre volume de prismas é
aquela em que se toma um paralelepipedo reto e se determina
guantos cubinhos de aresta de uma unidade de comprimento cabem
no soélido.
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Cilculo do volume do prisma pela
decomposicio e contagem de cubinhos
FIGURA ];5 — CALCULO DO VOLUME DO PRISMA
Fonte: (SAO PAULO, 2009)

Com isso, conclui-se que a quantidade de cubinhos no
paralelepipedo reto é igual ao produto da area da base (Apase), que
corresponde a quantidade de cubos apoiados na base, pela altura
(H), que corresponde a quantidade de camadas de cubos que
preenchem completamente o sélido.

Dessa forma, temos que o volume do paralelepipedo é: V = Apase - H
Embora a generalizacdo para o célculo do volume de qualquer
prisma possa ser uma passagem simples para os alunos,
observamos a importancia de, neste momento, apresentarmos e
aplicarmos o Principio de Cavalieri. O objetivo é a caracterizacdo dos
prismas como uma sobreposicdo de placas idénticas, o que sera
também explorado nos cilindros e na comparagéo entre o volume de
diferentes solidos. (SAO PAULO, 2009)

Essa abordagem pela divisdo do cubo em cubinhos menores é apresentada
apenas no Caderno do Professor. O Caderno do Aluno ndo contém essa
abordagem. Mas, ao aplicar a abordagem proposta em S&o Paulo (2009), seria
adequado considerar as explicacbes da validade desses calculos de volume citados,
tanto para os numeros inteiros quanto para 0s racionais e irracionais, sugeridos por
Lima (2009).

Para iniciar a discussédo, o professor pode comentar com os alunos
gue na Geometria € mais simples calcular o comprimento de uma
linha reta do que obter o comprimento de uma curva. Da mesma
forma, é mais facil calcular a area de um poligono convexo do que
obter a area de uma regido nao poligonal, ou calcular o volume de
um paralelepipedo do que de um sdlido geométrico com outro
formato. A busca de métodos generalizados para se calcular volumes
levou matematicos, como o gebmetra italiano Francesco
Bonaventura Cavalieri (1598-1647), a imaginarem os solidos como
se fossem formados por camadas infinitamente finas (os indivisiveis).
(SAO PAULO, 2009)
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Esse trecho revela a preocupacao, compartilhada por Brolezzi e Druck (2002)
e pelos textos da Colecao do Professor de Matematica, em posicionar a Matematica
como uma construcdo cultural humana e que tem, assim, uma histéria de
desenvolvimento. Ao longo dessa historia surgiu a diversidade de registros de
representacfes que caracterizam os objetos Mateméticos.

Além de estudarmos os soélidos geométricos mais simples por serem mais
faceis, a partir deles podemos estabelecer relacbes para conhecermos outras
formas. Podemos também efetuar estimativas e aproximacdes que, dependendo da
necessidade, podem ser suficientes para resolver certo problema. Por exemplo,
contando os quadrados internos da figura irregular (Figura 16), teriamos um valor
aproximado de sua area em comparacdo aos quadrados. Mas se somarmos a
guantidade de quadrados que estdo sob a linha e dividirmos o resultado por dois,
considerando que em media a linha divide cada quadrado ao meio, e a esse
resultado somarmos a quantidade de quadrados internos, teriamos ainda uma
melhor aproximacdo da area da figura irregular. Assim sendo as formas simples

servem como ponto de partida para o entendimento das formas mais complexas.

T~ ‘

Brolezzi e Druck (2002)

Figura 16 — adaptado de

Esse assunto evidencia também a importancia ja mencionada da composicéo
e decomposicédo das figuras tdo importante para o estudo da geometria.

Agora vejamos a atividade da primeira Situacdo de Aprendizagem, que trata
especificamente sobre o volume do prisma, presente em Sao Paulo (2009). Para
tratar do volume desse solido em primeiro lugar € apresentado um texto e algumas

figuras geométricas, reproduzidos a seguir (Figura 17):

O volume do prisma e o Principio de Cavalieri

O desenvolvimento das embalagens de produtos tornou-se um tema
relevante nos dias de hoje, particularmente quando o assunto é
preservagdo do meio ambiente. Além do tipo de material com que
sao fabricadas, elas devem ser bem dimensionadas, isto &, devem
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ter a melhor relagdo entre o volume interno e a quantidade de
material utilizado. Além disso, na escolha do seu formato, deve-se
considerar que, quando embaladas coletivamente, o espaco vazio
entre elas seja 0 menor possivel. Na natureza, encontramos uma
situacao similar: a construcdo dos alvéolos das abelhas.
Observando-se a forma prismatica dos alvéolos, percebe-se que eles
respeitam uma exigéncia: a de permitir que, com uma mesma
guantidade de cera, se construa um recipiente com maior volume
para acondicionar o mel. O fato de as paredes dos alvéolos serem
comuns, permitindo que ndo haja espagos vazios entre elas, remete-
nos ao problema da pavimentacdo do plano, solucionado quando
usamos triangulos regulares, quadrados e hexagonos regulares.
Como a nossa situacdo € espacial, podemos imaginar a
“pavimentacdo do espaco” com poliedros, particularmente com os
prismas regulares retos de base triangular, quadrangular e
hexagonal.

Mas qual deles comporta 0 maior volume, supondo que tenham a
mesma area lateral?

e B

I A

Figura 17 - (SAO PAULO, 2009)

Podemos perceber que essa atividade ilustra a intencdo desse material em
apresentar atividades contextualizadas. Nesse caso, essa contextualizacdo aparece
de diversas formas, tais como, por exemplo, no problema produtivo da fabricacédo de
embalagens e também no modo como, na natureza, as abelhas constroem seus
alvéolos.

Além disso, estabelece relacdes internas a Matematica entre o volume dos
sélidos e sua area, entre os diferentes formatos de prisma e também as questdes de
pavimentacgao do plano.

Ainda que aparentemente por coincidéncia, essa atividade apresenta uma
guestao provocativa e de aplicacdo como é recomendado por Lima (2009) ao iniciar
0 ensino de conteudos Matematicos.

Para a investigagdo do calculo do volume dos prismas os Cadernos

apresentam a seguinte atividade:
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Atividade em grupo — A solucéo das abelhas

A finalidade das abelhas, quando constroem seus alvéolos de cera, é
apenas fazer o recipiente para o mel que fabricam, e isso ndo é
produto do pensamento, mas de seu instinto. Nessa atividade, as
abelhas utilizam importantes recursos naturais que o ser humano
busca de forma consciente por meio de conceitos geométricos. E
interessante perceber que, no instinto animal, podemos identificar
solugdes para problemas humanos, como o da economia de material
na producdo de embalagens. Essa é, sem dulvida, uma forma
instigante de promover a investigacao cientifica.

Vamos, entéo, investigar a solugédo das abelhas!

Cada grupo recebera duas folhas de sulfite e terd uma tarefa
diferente: alguns grupos construirdo os alvéolos na forma de um
prisma triangular regular; outros, na forma quadrangular regular; e o
restante, na forma hexagonal regular. Cada grupo trabalhara com as
duas folhas. A primeira sera utilizada para a construgéo da lateral do
alvéolo. Essa folha deve ser trabalhada com o maior lado apoiado
sobre a mesa. A segunda folha sera utilizada para formar a base do
alvéolo. Para alcancar a forma desejada, vocés podem utilizar
dobraduras. Terminada essa etapa, megam com uma régua as
arestas da base e da altura do alvéolo e calculem seu volume com
base nas medidas aproximadas.

Concluida a tarefa, o professor abrira o debate coletivo recolhendo
os dados dos grupos e comparando-os, para concluir qual dos
formatos estudados tem o maior volume.

Registre, no espago a seguir, tanto os dados do seu problema como
as conclusdes tiradas em sala de aula. (SAO PAULO, 2009)

Formato do prisma investigado:

Medida da aresta da base
Medida da altura
Area da base
Volume do prisma

Area lateral

A realizacdo dessa atividade envolve aspectos que sao salientados na teoria
de Duval (2009), pois demanda a construgdo dos prismas, utilizando folhas de
sulfite, a afericdo das medidas com régua e o tratamento algébrico das medidas
obtidas para calcular a area da base e o volume desses solidos. Assim se faz
presente a exploracdo heuristica o raciocinio e a visualizacdo, bem como, os
registros figurais, o algébrico e a lingua natural para registrar as conclusdes

discutidas em sala de aula.
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Esta atividade também consegue abarcar aspectos da manipulacdo, dos
conceitos Mateméaticos e sua aplicacdo. Ao que nos parece trata-se, portanto, de
uma abordagem dinamica.

A atividade imediatamente posterior a essa que apresentamos presente no

material analisado é a seguinte:

Dois vasos de mesma altura H tém formatos diferentes e estéo
apoiados sobre uma mesa. Colocando-se agua em ambos 0s vasos
até a altura h, constata-se que, para qualquer valor de h, sendo 0 < h
< H, as superficies da agua nos dois vasos tém areas iguais. Que
relagcdo vocé acredita que existe entre os volumes dos dois vasos?
Justifique sua resposta. (SAO PAULO, 2009)

© Conexo Fditerid

Figura 18 (SAO PAULO, 2009)

Podemos notar que essa atividade pode ser resolvida pelo principio de
Cavalieri, antes mesmo que isso seja explicitado no material. Na atividade anterior,
entre os diferentes formatos dos prismas o perimetro se mantinha constante. Ja
nesta Ultima atividade, sdo as areas de cada uma das secc¢des planas dos vasos
paralelas as bases que se mantém constantes. Por conseguinte os volumes dos
vasos também se mantém constantes. Destacamos que nessas variagdes entre as
atividades estdo em jogo varidveis cognitivas que, segundo Duval (2009), séo
fundamentais para a compreensao dos objetos matematicos.

Outro aspecto dessa atividade se refere ao sentido da conversédo. Parece-nos
gue a conversao se da do registro figural para a lingua natural, ou pelo menos no
interior da proépria lingua natural, com o auxilio do registro figural. O mais comum é
que as atividades apresentem o sentido da conversdo do registro em lingua natural
para o registro figural e/ou algébrico. Duval (2009) considera que a aprendizagem
dos objetos matematicos necessita desse trabalho de conversdo entre

representacdes nos diferentes sentidos de converséo.
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Essa atividade também tem a caracteristica de necessitar de um conceito

matematico sem que ele esteja explicitamente presente no enunciado. Esse tipo de

atividade é encorajado por Lima (2009).

Subsequentemente a essa atividade € apresentado um texto que enuncia o

principio de Cavalieri e seu contexto histérico, como segue:

@ Commis Bl wan!

Figun s

Figura 19 (SAO PAULO, 2009)

Principio de Cavalieri

Na Geometria é mais simples calcular o comprimento de uma linha
reta do que obter o comprimento de uma curva. Da mesma forma, é
mais facil calcular a area de um poligono convexo do que obter a
area de uma regido nao poligonal, ou calcular o volume de um
paralelepipedo do que o de um sélido geométrico com outro formato.
A busca por métodos generalizados para calcular volumes levou
matematicos, como o gebmetra italiano Francesco Bonaventura
Cavalieri (1598-1647), a imaginar os sOlidos como se fossem
formados por camadas infinitamente finas (os indivisiveis).

Para Cavalieri, seguindo uma linha de raciocinio analoga a de
Arquimedes, Galileu e Kepler, a linha era formada por pontos sem
comprimento, a superficie por infinitas linhas sem largura e os solidos
eram interpretados por uma reunido de superficies sem
profundidade. No seu entendimento, era evidente concebermos as
figuras planas como tecidos compostos de fios paralelos e os sélidos
como livros, que sdo pilhas de folhas paralelas.

De forma simplificada, o Principio de Cavalieri pode ser
compreendido a partir de um mago de cartas. Dispondo as cartas,
uma a uma, no formato da Figura 1, o sélido final foi construido pela
sobreposicdo de figuras planas, no caso, retangulos. Qual sera o seu
volume? Deslizando as cartas, uma sobre a outra, encontramos outro
formato, agora mais conhecido: um paralelepipedo obliquo (Figura
2). Afinal, houve ou néo alteragdo do volume do solido? A forma
mudou, mas nao seu volume, pois o volume do sélido corresponde
ao total de cartas, e este ndo muda quando as cartas deslizam umas
sobre as outras. Vamos deslizar novamente as cartas, criando a
forma de um paralelepipedo reto (Figura 3), cuja expressao do
volume é conhecida: produto da area da base pela altura.

Assim, podemos concluir que, de forma geral, tomados dois soélidos
com bases de mesma area e sobre um mesmo plano, se todas as
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secOes paralelas a base dos dois solidos tém a mesma area, entdo,
os dois sdélidos tém o mesmo volume (Figura 4). (SAO PAULO, 2009)
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Figura 20 (SAO PAULO, 2009)
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O Principio de Cavalieri também € apresentado explitamente nos Cadernos
do Aluno e do Professor, e de uma maneira semelhante aquela de Brolezzi e Druck
(2002), ou seja, embasada no desenvolvimento epistemolégico e historico,
recorrendo até mesmo ao exemplo das cartas de baralho.

Percebemos também aqui argumentos que procuram justificar a importancia e
a razao de estudar, primeiramente, as formas mais simples e, a partir delas, procurar
maneiras de generalizacdo para o entendimento de formas mais complexas.

Podemos notar que o Principio de Cavalieri aparece em todos os textos aqui
analisados que tratam do ensino de volume. Vimos que ele também se aplica as
figuras planas e pode ser utilizado, analogamente para determinar area de figuras.
Sendo assim, parece reconhecida sua importancia para o ensino e para a
compreensao dos conceitos Matematicos a que ele se aplica. Isso se explica
sobretudo por trés fatores. Em primeiro lugar, pela ideia intuitiva, e de certo
movimento que o Principio de Cavalieri proporciona. Em segundo lugar pela
importancia histérica desse principio. Por fim, pelas aplicacbes praticas que se
utilizam dessa ideia.

Esse ultimo texto fecha a primeira Situacdo de Aprendizagem que trata do
volume dos prismas. A Situacdo de Aprendizagem 2 de ambos os Cadernos, do
Caderno do Aluno e do Caderno do Professor, traz atividades sobre o volume do
cilindro.

Verificamos até aqui que as atividades destacadas cumprem o0 que se
propdem, ou seja, sao atividades que tratam dos conteudos de uma maneira

contextualizada pela histéria, por aplicacbes praticas, possibilitando a construcéo e
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manipulagdo de objetos. As atividades se apresentam em textos relativamente
longos, se comparados aqueles que se baseiam apenas na aplicagdo de férmulas.
Certamente isso visa estimular a habilidade leitora dos alunos. A resolucdo de
algumas atividades também solicita justificativa por escrito, estimulando o
desenvolvimento dessa habilidade nos alunos.

As atividades, de certo modo, cumprem determinados aspectos das
recomendacdes dadas pelos textos que apresentamos no capitulo 1, conquanto
esse ndo seja seu objetivo explicito. Dentre aqueles aspectos satisfeitos pelas
referidas atividades podemos mencionar a exploracdo heuristica, a construcao por
instrumentos, o uso de diferentes tipos de representacao, a variacdo do sentido das
conversdes entre registros, o estimulo ao raciocinio e a visualizacdo dinamica, a
conceituacdo, a manipulacéo de objetos e de registros algébricos, as aplicacfes dos
conceitos matematicos, a contextualizacdo histérica desses conceitos. Enfim,
consideramos por isso que a abordagem de ensino presente nos Cadernos
analisados é dinamica, voltada a compreensdo dos conceitos e ndo apenas das
formulas.

Vejamos agora algumas atividades da Situacdo de Aprendizagem 2 do

Caderno do Professor e do Caderno do Aluno, que trata sobre cilindros.

2.2 VOLUME DO CILINDRO

Ao tratar do volume do cilindro o material analisado também recorre ao

Principio de Cavalieri. Vejamos como isso € apresentado:

O volume do cilindro

Uma estrutura atualmente muito comum e significativa para a
exploracdo da ideia do volume do cilindro pode ser encontrada em
um porta-CDs. De maneira intuitiva, podemos considerar o cilindro
como uma figura espacial formada pela sobreposicdo ou
empilhamento, em uma mesma direcao, de circulos iguais uns sobre
0S outros.
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Figura 21 (SAO PAULO, 2009)

Essa forma de interpretacdo pode ser explorada como analoga ao
volume dos prismas, concluindo-se que o volume de um cilindro é
produto da area da sua base pela altura: V = Ap.h.

Nesta situacdo também pode ser aplicado o Principio de Cavalieri.
Considerando um prisma e um cilindro de mesmas areas de base,
apoiados sobre um mesmo plano, qualquer plano que passar
paralelo a base deve interceptar os dois sélidos, formando duas
superficies S1 e S2, paralelas as bases do prisma e do cilindro, de
mesma area. Podemos concluir que o volume de um cilindro, como
no prisma, é determinado pelo produto da &area de sua base pela
altura. Nesse caso, a base é um circulo, cuja expressao da area sera
A, = T.r%. Logo, o volume sera dado por: V = 1ir*h. (SAO PAULO,
2009)
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Figura 22 (SAO PAULO, 2009)

Podemos observar que o texto, similarmente ao texto de Brolezzi e Druck
(2002) e também ao de Lima (2009), se apdlia no principio de Cavalieri para
relacionar o volume do prisma reto-retangulo ao volume do cilindro de base circular.
Entretanto, aparentemente, existe uma diferenga no entendimento do conceito de
cilindro. Nos Cadernos analisados, o cilindro € entendido como um prisma de base
circular, ao passo que, para 0s outros autores mencionados, o cilindro seria
caracterizado, digamos assim, como um prisma modificado, com qualquer formato
da base.

Mais uma vez destacamos aqui a utilizacdo, ou a mencado, de materiais

concretos, neste caso o0 porta-CDs, para ilustrar o Principio de Cavalieri. O que
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consideramos uma estratégia que fornece a visdo dos objetos fisicos e podem

favorecer a visualizacdo dos objetos mateméaticos associados aqueles.

Vejamos a atividade subsequente:

Latas de molho de tomate tém, geralmente, forma cilindrica. Um
consumidor encontrou duas marcas de seu interesse e observou 0s
seguintes fatos:

» a embalagem da marca A possuia o dobro da altura da embalagem
da marca B;

* a embalagem da marca B possuia o dobro do didmetro da
embalagem da marca A.

Sabendo que a primeira custa R$ 2,30 e a segunda, R$ 3,40, qual
serd a compra mais econdémica? (SAO PAULO, 2009)

Marca A

Marca B
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Figura 23 (SAO PAULO, 2009)

Agora vejamos as consideracdes sobre essa atividade presentes em S&o

Paulo (2009):

O cilindro A tem raio da base igual a d/2 e altura igual a 2h.
2 d\? d? d2hm

Logo, Vs = mr2.2h = 7 (§) .2h = n-2h = V, =

O cilindro B tem raio da base igual a d e altura igual a h.

Logo, Vg = Ap.h = md?h.

O volume da marca B tem o dobro do volume da marca A. Como o

preco da marca A é maior que a metade do preco da marca B, € mais

vantajoso comprar a marca B.

Uma caracteristica que nos chama a atencdo nessa atividade € que,

subjacente a sua resolucéo existe uma questao relacionada a semelhanca. Ora, se

dobramos o diametro do circulo da base temos uma area quatro vezes maior que a

original — como j& visto no capitulo 1, quando tratamos da duplicacdo do quadrado e

também da semelhanca. Por sua vez, isso quadruplicara também o volume, ja que

mantivemos a mesma altura. Mas quando dobramos a altura do cilindro, dobramos

também o seu volume. Sendo assim, se tivéssemos um cilindro C de altura h e
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diametro d, o cilindro A teria o dobro do volume de C e o cilindro B teria quatro vezes
0 volume de C.

Essas relacbes nos parecem bastante enriquecedoras do ponto de vista
cognitivo, como um auxilio no raciocinio discursivo e ha compreensao integrativa
dos objetos matematicos. Entretanto, o conceito de semelhanca ndo € tratado
explicitamente nos Cadernos analisados.

Podemos notar que as atividades dos Cadernos se apoiam, regularmente,
nas aplicacfes praticas dos conhecimentos Matematicos, mas ndo deixam de lado
aspectos de conceituacdo e de manipulagdo. Sendo assim, parece-nos que 0S
autores desse material compartilham, nesse sentido, com as preocupagodes de Lima
(2007).

Analisemos a atividade subsequente (SAO PAULO, 2009):

Os reservatérios de gasolina dos postos geralmente sédo tanques no
formato de um cilindro reto. Para avaliar o volume de combustivel
gue ainda resta no cilindro enterrado no solo, o funcionario do posto
utiliza uma régua, colocada verticalmente na boca do tanque até
atingir o nivel do combustivel. Ao retirar a régua do tanque, o
funcionario 1& a graduagdo e determina a altura do nivel do
combustivel consumido. Admitindo que o tanque tenha sido
enterrado no sentido vertical, como ilustra a figura, e que tenha raio
da base R =1 m e altura H = 2 m, qual é o volume de combustivel do
tanque quando a régua registra altura d = 40 cm?

Im

d=40 cm

2m

=y

Figura 24 (SAO PAULO, 2009)

Com base nessa atividade ainda aparecem essas outras questdes: (SAO
PAULO, 2009)

a) Encontre a expressdo que relaciona o volume V do combustivel
contido no tanque com a medida d da régua.
b) Construa e analise o gréafico da fungéo V(d).
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c) E possivel graduar uma régua para que, ao ser usada, permita a
conversdao da medida em centimetros para o volume de litros
armazenados no tanque? Se afirmativo, explique como fazé-lo.

A resolucdo dessas atividades contempla algumas caracteristicas da teoria
dos registros de representacdo semiotica, nomeadamente, a utilizacdo da
diversidade de registros, pois, além da utilizacdo da lingua natural, das figuras
geométricas e dos registros algébricos, aparecerdo também as representacdes de
funcéo e do gréafico da funcgéo.

N&o percebemos no material a observacdo do fato de que cada conversao
entre registros podera estar sujeita aos fendmenos de incongruéncia entre as
representacbes. Esses fendmenos permitem explicitar a complexidade do
conhecimento mateméatico. E poderdo acarretar o insucesso dos alunos na
resolucdo correta das atividades, caso eles ndo possuam ainda a compreensao
integrativa dos objetos matematicos envolvidos no problema.

Apbs essa atividade, Sdo Paulo (2009) traz mais algumas relacionadas ao
volume de cilindros de base circular em situacdes de aplicacdo pratica. Uma dessas
atividades €, por exemplo, calcular o volume de ar de um pneu ou o volume do
cilindro “deitado” que armazena a gasolina dos postos de combustivel que merecem
as mesmas consideracdes ja realizadas até aqui.

Seguiremos para as analises dos conteudos relacionados a volume na

Situacéo de Aprendizagem 3 de S&o Paulo (2009).

2.3 VOLUME DA PIRAMIDE

Para trabalhar com as piramides os materiais disponibilizados iniciam com um

texto introdutdério, vejamos:
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Figura 25 (SAO PAULO, 2009)

Talvez a manifestacdo mais contundente do interesse humano pela
ascensao possa ser encontrada no Egito. A piramide de Quéops
representa esse sonho do ser humano de alcancar o céu e as
estrelas. Vendo de perto, observa-se que as pirdmides sao
construidas como uma enorme escadaria, que tem sua estrutura no
conhecimento da forma prismatica. Foi apoiado nesse conhecimento
gue o ser humano realizou sua fantasia e representou o movimento
de ascensdo na Geometria, criando, assim, a piramide.

N&o € sem motivo que, em muitas definicdes etimoldgicas da palavra
piramide, destaca-se o prefixo pira, cujo significado é “fogo”,
igualmente alusivo & ascens&o. (SAO PAULO, 2009)

Preservando a preocupacdo em contextualizar os conceitos, o texto dos
Cadernos traz um pouco de informacdo sobre as piramides, o que favorece o
aprendizado, ja que, conforme sublinha Lima (2009), o uso da historia suaviza a
aprendizagem, tornando-a mais agradavel. Ja verificamos que esse recurso € usado
para tratar de volumes nos Cadernos do Professor e Cadernos do Aluno.

ApGs o texto introdutério, e antes de trabalhar com o volume da piramide, o
Caderno do Professor sugere a manipulacdo e a construcdo de piramides usando,
por exemplo, planificagdes, linhas e canudos, ou bolinhas de isopor e palitos de
churrasco.

Depois da manipulacdo dessas piramides, os autores aconselham que sejam
discutidas as semelhancas e diferencas entre esses soélidos e o prisma. A partir dai
temos mais uma atividade de manipulacdo de material concreto, reproduzida na
Figura 26 “que tem por objetivo facilitar a compreensao do célculo do volume da
piramide” (SAO PAULO, 2009).

Brolezzi e Druck (2002) sugeriram a utilizagdo do sab&o, ou de outro material
facil de cortar, para decompor o prisma de base triangular em trés piramides. A
diferenca para a atividade ilustrada na Figura 26 é que ela decompde um prisma

reto-retangulo.
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O

1. Tomamos por base uma barra de sabao
no formato de um paralelepipedo reto-
retangulo. Fazemos um corte na diagonal
das bases, obtendo, assim, dois prismas de
bases triangulares. Cada aluno deve ficar
com um desses prismas.

3. Separando as partes, o pedago menor sera
uma piramide de base triangular (P)) ¢ o peda-
¢o maior uma piramide de base quadrangular
(P,). Indicamos pela letra x as faces obtidas
na segao. Isso nos ajudara a compor o prisma

novamente.
J }, ! & l/ y

5. As duas piramides obtidas por esse corte
terdo o mesmo volume, pois elas tém a mes-
ma altura (vértice comum) e area da base
igual (metade da area do retangulo). Indi-
camos as faces obtidas pela se¢do pela letra
v. Observe que uma delas tera as indicagdes
X € y ¢ a outra somente a y.

Figura 26 (SAO PAULO, 2009)

Assim, temos que:

1 1 1
vpiu-amideZS_Al'H+§A2'H+§As'H
_1
Vi =3 HA +A+A)
v 1

2. Seccionamos o prisma de base triangular
com uma faca, segundo o plano que passa
por um vértice da base e pela diagonal das
faces laterais.

4. Apoiando a piramide (P,) sobre sua base
(que ¢ um retangulo), fazemos um corte
que parte do seu vértice e encontra a dia-
gonal da base.

€
-4

—<n -

6. Comparando a piramide de base trian-
gular obtida no primeiro corte (P,) com
a piramide que s6 possui a etiqueta vy,
verificamos que elas tém a mesma altura e
area da base igual. Seus volumes, portan-
to, também sao iguais.
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Lima (2007), também se utilizou da decomposi¢cao do prisma triangular para
demonstrar que o volume da piramide equivale a um terco do volume do prisma de
que a piramide se decomp0s.

Acreditamos que essas atividades de construcdo, que possibilitam ver os
objetos, realmente podem auxiliar a compreensao dos conceitos, pois, relembrando
as palavras de Duval (1999), nada é tdo convincente quanto aquilo que vemos.

E importante ressaltar aqui a utilizacdo do Principio de Cavalieri para
estabelecer que duas piramides de mesma altura e cujas bases tém mesma area
possuem 0 mesmo volume.

A fim de generalizar o calculo do volume das piramides, as orientagfes ao
professor, no texto analisado, mostram que toda piramide pode ser decomposta em

piramides de bases triangulares justapostas.

Figura 27 (SAO PAULO, 2009)

7

A partir dessas construcdes e generalizacdes, € sugerido que os alunos
redijam um relatério das atividades desenvolvidas, com desenhos e as conclusées
obtidas. Acreditamos que com isso deseja-se trabalhar as capacidades de leitura e
de escrita anunciadas nos objetivos dos Cadernos.

A criacdo de desenhos e planificagcbes, como foi sugerida, também é
considerada por Duval (1999), Lima (2009) e Brolezzi e Druck (2002) um expediente

importante para a aprendizagem.

2.4 VOLUME DO CONE

Ao tratar do volume do cone, como costumeiramente ocorreu nas atividades

que analisamos até aqui, também €& sugerida a construcdo e a manipulacdo de
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objetos que tém o seu formato. Sdo empregados, entdo, cones de sorvete e

chapéus de festa de aniversario infantil.

Para construi-los pede-se que sejam desenhados, em folha de papel, circulos

de 10cm de raio e, a partir desses circulos devem ser construidos setores circulares
de 60, 90, 120 e 270 graus.

A seguir cada um desses setores circulares deve ser unido pelos seus

préprios raios que delimitam o setor, com fita adesiva por exemplo. E entdo serdo

tomadas algumas medidas, quais sejam: a area do setor circular, o raio da base e a

altura do cone.

Exemplifica-se a obtenc&o desses resultados assim:

Aqui, professor, o aluno é levado a investigar as relagfes entre a
geratriz, o raio da base e o comprimento do setor circular. Todos os
calculos séo obtidos com o uso de proporcionalidade.

Vamos detalhar os calculos para o setor de 120°:

A area do circulo original é: A= 100 1 e seu comprimento é C =20 1
logo, a area do setor sera 1/3 deste valor, portanto Ageior =

1 . , 1

3-1007 cm? e seu comprimento sera Copror = 3-20m cm.

Como o comprimento do arco representard o comprimento da base,
. 1 p .

podemos concluir que Cpase = Csetor = 5.2071 logo, se r é o raio da

1 10
base, 2nr = 3 20w e, portanto,r = < cm.

[...] observamos que a altura, o raio da base e a geratriz séo lados de
um triangulo retangulo em que a geratriz é a hipotenusa. Aplicando o
teorema de

E

2
3), do que se conclui que:

Pitagoras, teremos 102 = h? + (
h = %Ecmz.

Como resultado dos calculos para cada cone, temos a seguinte tabela:

.ingulo central ¢
(graus)

60"
90°
120°

270°

circular A (cm?) {cm)

Area do setor Raio da baser
Altura do cone h (cm)

Sl

o 100 _ 800 _ 2(v2
Y- 9 3

225 _ [175 _ Sy

5
3
3

2

1007 10 5

3

15
2

V100 —=5= =4~ =5
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A partir desses resultados o texto sugere que se busque generalizar essa
situacdo, mas sem a preocupacdo com a memorizacdo das formulas. Nesse
momento, o objetivo é facilitar a compreensao das relacdes a partir de expedientes
visuais, com o emprego das ideias de proporcionalidade.

A forma generalizada é apresentada da seguinte forma: (SAO PAULO, 2009)

2= g: _hl=r= 1:":_%: _h?

2= }h? + 2 ) s
& - h’=g’-r*=h=4y/g -1’

Sendo a o angulo central do setor circular, os alunos podem
identificar a expressao:
5 a 5 ag 360°.r
= = =—029 = =
T =3600" 7" T30 T 4T 4

Destacamos essa atividade porque consideramos relevante o trabalho com a
proporcionalidade relacionada aos solidos geométricos, jA& que essa ideia pode
favorecer a visualizacdo, nesse caso, das relacdes da area do setor circular com o
raio da base e com a altura do cone, formados por esse setor.

Nessa atividade os autores declaram explicitamente que o0 objetivo visado nao
€ a memorizacao da férmula deduzida a partir da generalizagdo, mas sim o
entendimento das ideias. Ainda assim, o trabalho algébrico nédo é deixado de lado.

O conceito de proporcionalidade e de semelhanca aparece em outra atividade
que utiliza uma questao selecionada do vestibular da Universidade Estadual de Sao
Paulo de 2007:

(Vestibular Unesp, 2007) — Em uma regido muito pobre e com
escassez de 4gua, uma familia usa para tomar banho um chuveiro
manual, cujo reservatorio de agua tem o formato de um cilindro
circular reto de 30 cm de altura e base com 12 cm de raio, seguido
de um tronco de cone reto, cujas bases séo circulos paralelos, de
raios medindo 12 cm e 6 cm, respectivamente, e altura 10 cm, como
mostrado na figura.
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Por outro lado, em uma praga de uma certa cidade hd uma torneira
com um gotejamento que provoca um desperdicio de 46,44 litros de
agua por dia. Considerando a aproximacao 1 = 3, determine quantos
dias de gotejamento sédo necessarios para que a quantidade de agua
desperdicada seja igual a usada para 6 banhos, ou seja, encher
completamente 6 vezes aquele chuveiro manual. Dado: 1000 cm® = 1
litro. (SAO PAULO, 2009)

30cm

Fmmm———mmmm o

Figura 28 (SAO PAULO, 2009)

Vejamos o desenvolvimento dessa questdo que contrapde a escassez e 0

desperdicio de agua.

Inicialmente, devemos analisar os dados da atividade. O trabalho
com troncos de cone sugere que completemos o desenho,
reconstruindo o cone que o gerou. Esse procedimento permite aplicar
a proporcionalidade nas semelhangas de triangulos observadas.
(SAO PAULO, 2009)

30 cm

e —————a

10 cm

Figura 29 (SAO PAULO, 2009)

Os triangulos VOA e VO’B sao semelhantes pelo caso AA, com razao

OA 6 1
de semelhancak = ——=—=-.
O'B 12 2

Assim, os cones VAA e VBB’, de volumes v e V, respectivamente,
~ ~ v 3 v 1 3
sdo semelhantes, com razdo entre os volumes o= k> > -=13) =

1
v ==V
8 1 1
Como 1%4 =§7t.122.20 = 9601 cm?3, temos v =2.960m =

1207 cm?3.

Assim, o volume do tronco é 960 - 120 = 840w cm?3.
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Finalmente, o volume do chuveiro é igual ao volume do cilindro de
raio da base 12 cm e altura 30 cm mais o volume do tronco, ou seja,
7.122.30 + 840w = 51607 cm3.

Adotando 1 = 3, obtemos 5160.3 = 15480 cm® = 15,48 litros.
Logo, o numero de dias de gotejamento necessarios para se

desperdicar o volume de 6 chuveiros é 61'}61::’;8: 2 dias. (SAO

PAULO, 2009)

Ao desenvolver essa atividade, os autores pressupdem que os alunos ja
dominam conhecimentos de semelhanca de triangulos e de semelhanca de sélidos.
Entretanto, em nenhum momento esse segundo assunto foi abordado nos
Cadernos. Quanto a semelhanca de triangulos € possivel que ja tenha sido tratada
em anos anteriores do ensino.

Como esses Cadernos tém como objetivo trazer atividades complementares
ao trabalho do professor, seria necesséario que eles contivessem atividades que
tratam da semelhanca dos soélidos geométricos. Lima et al. (2001) considera de
fundamental importancia o ensino dos conceitos de semelhanca.

A resolucdo dessa atividade também envolve a ideia da decomposicao.
Nesse caso o chuveiro se decompde em um cilindro de base circular e em um tronco
de cone, também de base circular. Por sua vez, para obter o volume do tronco da
piramide utiliza-se a ideia de recompor 0 cone, que contém esse tronco, para
estabelecer a proporcao entre o volume do cone e o volume do tronco desse cone.
Essa capacidade de compor e decompor as figuras nédo € trivial, conforme afirma
Duval (1999).

Sendo assim, essa atividade é bastante oportuna, pois envolve ideias
consideradas pelos autores que nos serviram de referencial teérico de fundamental
importancia na aprendizagem da Matematica. Dentre essas ideias podemos
mencionar os conceitos de semelhanca, de composi¢cdo e decomposicao, tanto de
figuras planas quanto de figuras espaciais.

Como ja salientado anteriormente, percebemos que, assim como nas
atividades relacionadas aos cilindros, nos Cadernos do Aluno e Cadernos do
Professor, os cones sdo considerados como, digamos assim, piramides de base
circular. Entretanto, para Lima (2009) e para Brolezzi e Druck (2002), os cones sdo
caracterizados de forma mais genérica, ou seja, 0 cone seria como piramides com

gualquer formato de base.
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Vale observar que a passagem do volume da piramide para o cone, segundo
o Caderno do Professor, deve ser orientada pelo uso do Principio de Cavalieri.
Assim como foi feita a passagem do volume do prisma para o do cilindro.

Verifiquemos agora como é tratado o volume da esfera.
2.5 VOLUME DA ESFERA

O texto do Caderno do Professor (SAO PAULO, 2009) que introduz a
abordagem do volume da esfera estabelece uma comparacdo entre um cilindro
circunscrito em uma semi-esfera, € entre um cone inscrito nessa semi-esfera.
Sugere-se a utilizacdo de cartazes ou transparéncias com imagens dessas figuras,
cada uma isoladamente e sobrepostas.

Com a exibicao do cilindro e do cone, pede-se que sejam calculados os seus

respectivos volumes para figuras de Altura R e raio da base também R (Figura 30).

AR
N\

inscrigio circunscrigio no

no cilindro cone

Figura 30 (SAO PAULO, 2009)
Volume do cilindro: V,ingr0 = ™ R3.

Volume do cone: V., = G) T R3.
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A partir da imagem e dos volumes calculados temos que o volume da
. , - 1
semiesfera estd entre o volume do cone e o volume do cilindro: (g)nR3 <

3
Vsemiesfera < mR”.
Com essas informacfes € solicitado que sejam feitas estimativas para a
expressao que se aproxime do volume da esfera.

Depois disso temos um texto direcionado aos alunos:

O volume da esfera

Vamos acompanhar a deducédo da expressdo do volume da esfera.
Inicialmente, fazemos, como mostra a 12 Figura, uma composicéo
das trés figuras, de modo que o hemisfério fique inscrito no cilindro e
0 cone circular fique invertido.

Figura 31 (SAO PAULO, 2009)

Fazendo uma sec¢do paralela & base do hemisfério e do cilindro,
observamos que a area formada no hemisfério, que é desconhecida,
pode ser calculada pela diferenca das areas das sec¢des formadas no
cilindro (32 Figura) e no cone (22 Figura). Supondo que a secao foi
feita a uma altura d da base do hemisfério, temos:

Figura 32 (SAO PAULO, 2009)

Vamos calcular a area de cada se¢do determinada por um plano,
conforme a figura a seguir, em que cada secéao foi individualizada:

Figura 33 (SAO PAULO, 2009)
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Vamos ampliar o hemisfério para observar melhor as relacdes entre
as medidasde a,d e R.

RN
)

Figura 34 (SAO PAULO, 2009)

Comparando essas grandezas, percebemos que ha uma relacéo
entre as areas:

Secio no hemisfério Secio no cone Segio no cilindro
A =m.a A5:'R.b2 Aj=m.R
R2=d? 4+ a2

b=d
2=R_ g2 triingulo retangulo isésceles
A=m.R2
A =n.(R*-d?)
Aj=n.d
A=n.R-n.d?
Al = A2 - A3

— 2 2
Asegéo no hemisfério — T - R°-m.d

De maneira geral, como a distancia d é arbitraria, podemos concluir
gue toda area da secdo do hemisfério é igual a diferenca entre as
areas das secdes do cilindro e do cone.

Desse modo, podemos considerar que o hemisfério é formado pela
sobreposicdo de circulos com raios cada vez menores, enquanto o
solido, resultante da diferenga cilindro-cone, € formado pela
sobreposicao de coroas circulares com “furos” cada vez maiores, isto
€, com coroas cada vez mais finas. Pela expressdo que
encontramos, podemos deduzir que a area de cada circulo no
primeiro sélido é igual a area de cada coroa circular do segundo.
Aplicando o Principio de Cavalieri, podemos concluir que,
completando a altura R, o volume dos dois sélidos sera equivalente.
Logo:

cilindro™ Vcone

Vhemis fério

1
Vhemisfério =T. R3_§T[-R3

— 3
Vhemisfério - §T[ R
Dessa forma, temos:
Vesfera =2 -Vhemisfério

Vesfera = §T[ .R?
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Retomando os trés solidos inicialmente estudados, podemos fazer
uma comparacao entre seus volumes e observar a relacao que existe
entre eles:

Solido Volume

v-Llg R
3

V-2r. R
3

R

Figura 35 (SAO PAULO, 2009)

Vemos que o volume da esfera é apresentado também por meio do uso do
Principio de Cavalieri, assim como nos textos apresentados no capitulo 1. Mas aqui
temos uma abordagem um pouco diferente, pois sdo relacionados os volumes da
semiesfera com os do cone e do cilindro, enquanto que Lima (2009) e Brolezzi e
Druck (2002) estabelecem a relagdo do volume da esfera com o do soélido chamado
de anticlepsidra. E claro que, se seccionarmos a anticlepsidra na metade da sua
altura, teremos comparagdes como as que sado apresentadas no Caderno do Aluno e
no Caderno do Professor.

Nesses cadernos, ao tratar do volume da esfera, ndo se recorreu a
informacdes de cunho histérico. Mas, nas indicacdes de material complementar ao
caderno, temos a indicacdo de um artigo publicado na Revista do Professor de
Matematica que apresenta o método da alavanca (SILVA, 2005), aplicado por
Arguimedes para determinar o volume da esfera.

Verificamos nas nossas andlises que o Caderno do Professor e o Caderno do
Aluno, enviados aos professores do estado de S&o Paulo, realmente apresentam
uma forma de abordagem para ensino de volume que consideramos dinamica. Com
efeito, as atividades neles propostas ndo tém como objetivo a pura e simples
memorizacdo das formulas para o calculo de volumes, pelo contrario, elas sao
primordialmente direcionadas a construcdo, a visualizacdo, a manipulacdo e ao
raciocinio que pretendem proporcionar a compreensao dos conceitos matematicos

subjacentes a essas atividades.
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3 SUGESTOES PARA O TRABALHO COM VOLUMES

“A menos que modifiquemos a nossa maneira de
pensar, ndo seremos capazes de resolver 0s
problemas causados pela forma como nos
acostumamos a ver o mundo.”

Albert Einstein

As orientacdes veiculadas nos Cadernos incentivam que o professor as utilize
como um complemento do seu programa de ensino. Sendo assim, julgamos
conveniente apresentar outras sugestdes que ndo séo contrarias as dos cadernos,
mas que se somam a elas.

Considerando importante explorar a diversidade de recursos de ensino,
selecionamos as atividades sugeridas dentre aquelas que tivemos oportunidade de
conhecer ao investigar visando obter subsidios tanto para o aprimoramento da

nossa atividade como docente quanto também para a presente pesquisa.

3.1 ATIVIDADE DE SENSIBILIZACAO

Ao iniciar o ensino de um tema podemos apresentar um texto introdutorio
onde exploramos, por exemplo, o contexto histérico. A seguir apresentamos apenas

um trecho de texto extraido de uma revista:

Da Pré-Histéria aos dias de hoje, as medidas de espaco, volume e
massa foram de tal forma incorporadas as nossas vidas que é
impossivel imaginar a civilizagdo sem elas. Conhega 0s bastidores
dessa historia de erros, acertos e acirradas disputas de poder: Elas
fazem parte da vida cotidiana. Estdo na reforma da casa, nas
compras do supermercado, na ida ao posto de gasolina. Tém
presenca garantida nos laboratérios de pesquisa e nas industrias, e
sdo usadas nas transacfes comerciais entre os paises. Vocé ja ndo
consegue mais conceber o mundo sem considera-las; basta pensar
nos metros, quilos e litros que permeiam as suas atividades mais
corrigueiras. Essas personagens tdo prestigiosas sdo as medidas,
grandezas de espacgo, massa e volume que acompanham a evolugéo
intelectual e tecnolégica da humanidade desde a Antiguidade...
(VOMERO, 2003)
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Esse tipo de introducdo ao trabalho escolar podera servir como uma
motivagdo inicial no sentido de despertar o interesse. E fundamentalmente podera
trazer reflexdes e questdes acerca dos assuntos matematicos.

A partir dessa leitura introdutoria, poderiamos seguir a linha de trabalho
presente nas atividades analisadas no capitulo 2, trabalhando com atividades que
chamaremos de exploratdrias. Os proximos paragrafos apresentam uma atividade
em que poderdo ser investigadas experimentalmente as relacdes de volume entre a

esfera o cone e o cilindro.

3.2 ABORDAGEM EXPLORATORIA

Para uma atividade exploratéria consideramos apropriada uma proposta feita
por Martins e Bracarense (2010), que sera reproduzida a seguir, parcialmente e com
algumas adaptacoes.

Material necessario:

* Uma semiesfera plastica oca. (uma bola de plastico cortada ao meio, por
exemplo)

* Um cone oco com raio da base e altura iguais ao raio da semiesfera. (pode
ser construido em cartolina, por exemplo)

» Material para encher os recipientes, tais como agua, areia ou graos.

Procedimento de execugao:

Encher o cone com o material escolhido como, por exemplo, a 4gua. Passar
essa agua para a semiesfera até que a semiesfera figue completamente cheia, mas
sem transbordar. A partir dessa atividade algumas questdes podem ser propostas,
tais como:

a) Quantos cones de agua foram necessarios para encher completamente
a semiesfera?

b) Quantos cones de agua serdo necessarios para encher completamente
uma esfera?

c) Qual arelagcéo de volume entre o cone e a esfera inteira?
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Durante o desenvolvimento dessa atividade ficara evidente a necessidade de
transferir o contetdo de dois cones para encher a semiesfera. Sendo assim, para
encher uma esfera seriam necessarios quatro cones de agua. De modo que o

volume da esfera equivale a quatro vezes o volume do cone (Vesrera = 4Veone)-

Seguindo essa mesma linha de atividades outras comparacdes poderiam ser
feitas como, por exemplo, entre o cone e um cilindro de medidas da base e da altura
equivalentes aos do cone. Essas comparagfes auxiliariam a conclusdo de que o
volume desse cilindro € igual a trés vezes o volume do cone.

Além dessa atividade poderia ser explorado o método do equilibrio
desenvolvido por Arquimedes. Em sua obra O Método ele apresenta Vvarias
situacbes em que é usado o raciocinio fisico para prever resultados matematicos.
Pinto (2005) explora as alavancas para equilibrar um cilindro e uma esfera, de
mesmo material. A esfera de raio r e o cilindro de altura r e circulo da base de raio r
(Figura 36).

Esfera

Cilindro

Figura 36 (PINTO, 2005)

Todas as alavancas seguem o mesmo principio: com uma forca P aplicada no
braco maior b é possivel equilibrar uma forca R, que esteja na ponta do bragco menor
a, ja que o produto P-b é igual ao produto R-a (veja Figura 37). (BARCO, 1989)

R = Resisténcia a = Brago menor
P = Poténcia b = Brago maior

Figura 37 (BARCO, 19809)

Pois bem, para usar o principio das alavancas, procuramos o ponto
de apoio, em uma barra de madeira que sustentava os dois corpos,
esfera e cilindro, de modo a equilibrar os dois corpos. Notamos que o
ponto néo era equidistante do cilindro e da esfera. Chamamos de Lc



68

a distancia do centro da base do cilindro a esse ponto e de Le a
distancia do centro da esfera ao ponto.

Figura 38 (BARCO, 1989)

Assim, denotando por mc=Vc a massa e o volume do cilindro e por
me=Ve a massa e o volume da esfera, respectivamente, e usando o
principio das alavancas o produto da massa do cilindro pela sua
distdncia ao ponto de apoio € igual ao produto da massa da esfera
pela sua distancia ao mesmo ponto, obtivemos mc.Lc=me.Le ou
VcLc=VeLe. Como Vc=p/r3 chegamos a Ve=pr3Lc/Le. Medimos
entdo a razdo Lc/Le, obtendo 4/3, aproximadamente, pois toda
medida tem sua margem de erro. Com efeito, o fato de que o valor
dessa constante é exatamente 4/3 exige uma prova teoérica.
(BARCO, 1989)

Como podemos observar pelas atividades sugeridas em Pinto (2005) e em
Barco (1989), existem maneiras criativas para se trabalhar em sala de aula as
relacbes de volume entre diferentes formas geométricas. Essa diversificacdo de
formas de trabalho poderia propiciar também a diversidade de tipos de
representacdo e contribuir para a aprendizagem conceitual. Podem contribuir para
isso também o uso de recursos multimidia, como pretendemos mostrar nos préximos

paragrafos.

3.3 O USO DE RECURSOS COMPUTACIONAIS

O uso de recursos computacionais no ensino de matematica tem sido de
interesse de pesquisadores dessa area de educacédo. Por essa razédo, apresentamos
aqui algumas informacdes sobre esse assunto que pudemos captar ao longo do
nosso trabalho de levantamento bibliografico.

Miranda (2006) pesquisou sobre o ensino e a aprendizagem das secc¢des do
cubo aplicando uma série de trés experimentos de ensino, quais sejam: 0 manuseio

de material concreto, a utilizacéao livre do aplicativo Cabri-Géometre I, e um micro
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mundo criado a partir das ferramentas de macro construgéo do software. As analises
do autor indicam que o maior nimero de secc¢oes foi identificado no experimento
envolvendo o micro mundo de Geometria Descritiva, com a maioria de alunos
usando as propriedades evidentes nas representacdes na tela do computador para
construir o conjunto de todas as sec¢des possiveis no cubo.

Aqui temos um indicio de que o uso de softwares de geometria pode servir
como um recurso de ensino que proporciona resultados positivos na aprendizagem
dos alunos, ao menos, no que se refere as sec¢des do cubo. Note-se que seccionar
o cubo é uma forma de decompor figuras espaciais que, como ja vimos, constitui um
aspecto importante na aprendizagem.

Pesquisando sobre geometria Euclidiana espacial, em um curso de formacao
de professores a distancia, Santos (2008) investigou como se da a producao
matematica desses alunos-professores. O curso, de extensdo universitaria,
relaciona-se a "Tendéncias em Educacdo Mateméatica" e ao desenvolvimento de
atividades de geometria euclidiana espacial.

Nesse curso, para as construcfes geomeétricas utilizou-se o aplicativo de
geometria Wingeom, além de outros recursos, tais como materiais manipulativos e
outras estratégias de resolucéo.

O autor aponta que, as midias (lapis e papel, materiais manipulativos,
Wingeom, Internet e suas diferentes interfaces), em um ambiente virtual de
aprendizagem, determinam a forma com que o0s participantes discutem as
conjecturas durante as construcdes geométricas e transformam a producao
matemaética.

Borba e Villareal (2005) defendem que o conhecimento deve ser sempre visto
como sendo produzido por coletivos de seres humanos com midias. Segundo o0s
autores, seres humanos e meios de comunicacdo social sdo inseparaveis. A
tecnologia esta impregnada pela humanidade, e os seres humanos sdo rodeados
pela tecnologia. Constantemente sdo criadas novas ferramentas tecnoldgicas. Essa
tecnologia produzida ndo apenas nos influencia, mas também, se torna um agente
na construcdo de novos conhecimentos. Como foi constatado por Miranda (2006), a
experiéncia com aplicativos computacionais possibilita formar conjecturas, que
depois podem ser provadas como verdadeiras.

Verificamos que as atividades propostas no Caderno do Professor (SAO

PAULO, 2009) exploram em abundancia o uso de materiais manipulativos. Se
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explorarmos, também, o uso de softwares, os alunos terdo a possibilidade de
estabelecer novas conjecturas possibilitadas por esses recursos, como apontam
Borba e Villareal (2005).

Borba e Penteado (2001) defendem que privilegiar diferentes representacdes
para um mesmo objeto matematico, tais como expresséao algébrica, gréafico e tabela,
bem como trazer a visualizacdo para o0 centro da atividade matematica e a
experimentacdo e o uso das novas tecnologias constituiriam um caminho a ser
seguido pela educacdo matematica. Nesse mesmo sentido, Oliveira (2009) defende
0 uso de estratégias de ensino acompanhadas do uso de Tecnologias de Informacéo
e Comunicagéo (TIC).

Pesquisas recentes foram dedicadas ao uso de aplicativos de geometria no
ensino de conceitos matematicos relacionados a visualizacdo e ao volume de figuras
tridimensionais.

Salazar (2009) observou que estudantes do segundo ano do Ensino Médio
apropriam-se das transformacdes geométricas no espaco quando interagem com o
ambiente de Geometria Dindmica Cabri 3D. Ele examinou também o raciocinio que
mobilizam quando desenvolvem atividades que abrangem esse contetdo e quais

conteddos mobilizam no desenvolvimento de uma sequéncia de atividades.

Figura 39 Exemplos de constru¢6es com Cabri 3D (SALAZAR, 2009)

A Figura 39 exemplifica algumas constru¢cdes que podem ser feitas com o
Cabri 3D. O uso dessas diferentes representacdes fica enriquecido com o uso de
TICs o0 que pode favorecer a aprendizagem dos conceitos matematicos.

Ferraz (2010) elaborou duas sequéncias de atividades. Uma delas para
introduzir o uso do aplicativo Cabri 3D e outra para a aprendizagem de algumas
propriedades de prismas e de piramides. A titulo de ilustracdo, a primeira atividade

da primeira sequéncia de ensino proposta por Ferraz (2010) consiste em um roteiro
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para a criagdo de pontos, de retas e de planos. A primeira das ilustracées do roteiro
aparece na Figura 40. A partir dessa figura inicial sdo apresentadas as
funcionalidades basicas do aplicativo e outras figuras ilustrando passo a passo o

acionamento de cada funcionalidade.
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Figura 40 Tela inicial do aplicativo Cabri 3D (FERRAZ, 2010)

Outro recurso computacional que poderiamos utilizar, por exemplo, seria o
aplicativo gratuito de geometria dinamica espacial denominado “Calques 3D”. A
proposta do aplicativo é permitir ao aluno ou ao professor testar suas conjecturas
através de exemplos e contra exemplos que ele pode gerar com o aplicativo. Uma
vez feita a construcdo, pontos, retas, planos, cilindros e esferas podem ser
deslocados na tela mantendo-se as relagdes geométricas previamente
estabelecidas. Isso permite que o estudante se concentre na associacao existente
entre 0s objetos. Uma mesma cena pode ser visualizada de angulos diferentes,
possibilitando uma visualizacéo tridimensional.

Como vimos, existem diversas ferramentas computacionais para o trabalho
com a geometria espacial, dentre as quais temos o Wingeom, o Calques 3D, o Cabri
3D e o Sketchup. Assim como existem as ferramentas, também existem pesquisas
das quais podem ser extraidas atividades para o trabalho em sala de aula. Como
exemplo dessas pesquisas, temos: Ferraz (2010), Salazar (2009), Miranda (2006) e
Machado (2010). Outras referéncias podem ser encontradas no trabalho de Rosa
(2009), que relaciona dissertagdes referentes ao uso de recursos computacionais

para o ensino de geometria no periodo de 1994 até 2007.

3.4 O USO DE VIDEO
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No que concerne a utilizacdo de video para o ensino de Matematica, Carneiro
(2009) investigou o processo de sistematizacdo das relacbes matematicas no
cilindro com uso de um video explorando o cilindro e as relacbes matematicas nele
existentes. Dessa forma, se propds a apresentar a professores de matematica um
instrumento que possa auxilia-los em sua préatica docente e concluiu que o uso
desse instrumento pode facilitar a aprendizagem do aluno e melhorar a visualizagédo
dos conteudos geométricos.

Sabendo-se dos beneficios que o uso desse recurso pode trazer, temos duas
sugestdes de video, relacionados ao conceito de semelhanca, ja que, esse conceito
foi menos explorado no material analisado no capitulo 2.

O primeiro video intitula-se “Semelhanca”. Ele pertence a série “Matematica
na vida — razao e proporgao”, criada pelo Ministério da Educacéo e cultura (MEC,
2011). Neste video sdo apresentadas nocdes intuitivas de semelhanca, por
exemplo, a semelhanca entre um bebé e um adulto ou entre um bezerro e um boi
(Figura 41). No sentido matematico ndo ocorre semelhanca nesses casos, pois

existem algumas diferengas, por exemplo, um bezerro ndo tem ainda os chifres.

P R

Figra 4

Por outro lado, entre um prédio e sua maquete ou uma foto e sua ampliacéao

existe a relacdo de semelhancga, Figuras 43 e 44.

Figura 42
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Figura 43

Assim, a proporcionalidade intrinseca a no¢cado matematica de semelhanca é
ressaltada no video mencionando-se, por exemplo, que, se tomarmos a medida da
largura da construcdo original e da maquete e a dividirmos, teremos como resultado
um valor que chamamos de razdo de semelhanca. No video se ressalta ainda que,
para figuras semelhantes esse resultado sera sempre 0 mesmo se, em vez da
largura, tomarmos as medidas da altura ou de qualquer outra das medidas
respectivas da construcdo e de sua maquete.

O segundo video chama-se “Um certo fator de escala”. Ele integra a série
“Matematica na Escola”, e foi produzido pela Universidade de Campinas (UNICAMP,
2010). O video apresenta o conceito de semelhanca de maneira contextualizada na
construcdo de uma maquete (Figura 45) de uma das obras do arquiteto Oscar
Niemeyer (Figura 44). Com cerca de dez minutos de duragéo, o video traz varias
representacdes gréficas, das quais algumas se relacionam a semelhanca de figuras

planas e de figuras tridimensionais.

O video ainda traz a informacao de que a maquete € 100 vezes menor do que
a construcdo original, que tem 76 metros de didmetro e 18 metros de altura. Ele
facilita, assim, que se conclua que ela possui 76 centimetros de diametro e 18
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centimetros de altura. A relagdo entre as areas da maquete e da construcao original
é de 100? e entre seus volumes é de 100°.

Ao exibir o video aos alunos caberia uma discussdo quanto a veracidade da
semelhanca entre a construcdo e a maquete. Pois, podemos perceber pelas
imagens (Figuras 44 e 45) que elas ndo tém a mesma forma. Entretanto esse fato
nao tira o0 meérito desse material.

Além do video, esse material também traz um texto com orientacbes ao
professor, fazendo inclusive referéncia a livros da Colecdo do Professor de
Matematica. Ele ainda traz sugestdes de atividades a serem aplicadas nas aulas de
matematica que exploram os conceitos apresentados no video.

Materiais como esses estdo disponiveis em sites de compartilhamento de
videos, tais como o youtube.com. E possivel encontra-los realizando buscas com
palavras chave do tipo “volume do paralelepipedo” animacdes elucidativas, da
mesma forma utilizando outras palavras chaves nas buscas encontramos animacoes

sobre o principio de Cavalieri e outros conteudos matematicos.

Figura 46 Imagem extraida da animac&o (GUIMARAES, 2010)

A Figura 46 foi capturada no video que aparece em uma das primeiras
posicdes no site de busca de videos com a expresséo “volume do paralelepipedo”.
Esse video, na verdade consiste em uma animacao com narracdo explicando como
a unidade de volume de 1 metro cubico é usada para compor um paralelepipedo de
4m x 3m x 2m equivalendo a 24m® (GUIMARAES, 2010).

E importante ressaltar que o uso dos recursos tecnoldgicos ndo garante a
construcdo do conhecimento. Conforme salienta Carneiro (2009), € necessario que o
professor planeje bem as atividades a serem desenvolvidas em sala de aula. Nao
basta apenas criar condi¢des para o professor simplesmente dominar 0S recursos
tecnoldgicos. E preciso auxilid-lo a desenvolver conhecimento sobre o proprio
conteudo e sobre como o0s recursos podem ser integrados no desenvolvimento
desse conteudo. Essas ideias, corroboram as de Oliveira (2009), que sustenta que

€ necessario usar os recursos tecnolégicos integrados em uma estratégia de ensino.
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No que concerne a Geometria Espacial, foi constatado, pelos resultados
obtidos por Carneiro (2009) que os alunos apresentam dificuldades de percepgéao
espacial e de visualizacéo, que, como ja discutido anteriormente, sdo estimados aqui
elementos fundamentais para a construcdo de conceito e do conhecimento
geomeétrico.

Assim sendo, € possivel compor uma estratégia apoiada no material
elaborado pela Secretaria de Estado da Educacédo de S&o Paulo (2009) e, seguindo
suas sugestbes, apresentar também, quando possivel, videos compondo uma
estratégia com variedade de recursos que se complementam também pela
variedade de seus conteidos e modos de abordagem. Esses videos sugeridos
tratam do conceito de semelhanca, considerado de importancia fundamental por
Lima et. al. (2001) e que foi pouco explorado no material analisado no capitulo 2.

Acreditamos que a apresentacado da composicédo e decomposicao das figuras
geomeétricas de maneira dindmica, na forma de video, pode ajudar também na
visualizacdo mental dindmica, ou seja, na compreensdo integrativa dos objetos

matematicos.

3.5 PRODUCAO INVESTIGATIVA E CRIATIVA

Propbe-se que o trabalho da matematica em sala de aula pode ser realizado
por meio de investigacdes, assemelhando-se ao trabalho do matematico. “Para os
matematicos profissionais, investigar é descobrir relacdes entre objetos matematicos
conhecidos ou desconhecidos, procurando identificar as respectivas propriedades”.
(PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA, 2009)

Esses autores sustentam que a matematica pode ser vista tanto como uma
ciéncia rigorosa com certezas estabelecidas, quanto como uma ciéncia em
construcdo, experimental e indutiva. Embora ela geralmente seja trabalhada na
escola como algo pronto e acabado, essa abordagem néo € a Unica possivel, nem é
necessaria. Podemos abordar a matematica de maneira investigativa, na sua forma
experimental.

Desse ponto de vista, poderiamos apresentar a matematica como uma

floresta infinita que, ndo obstante encerre trilhas bem definidas, correspondentes a
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parte jA construida da mateméatica, ainda conserva muitas extensdes virgens a
serem exploradas. Poderiamos acrescentar, além disso, que, por mais extensas que
sejam as trilhas ja construidas, sempre € possivel encontrar um novo caminho que
conduza a um lugar ja conhecido.

Muitas vezes o professor em sala de aula se depara com a pergunta: para

gue serve isso que estamos estudando?

Quando o aluno pergunta “para que serve”, em geral, € sinal de que
€ preciso reestruturar 0 curso para que o ensino tenha significado. E
isso pode ser feito com um bom estudo de Histéria da Matemética. A
histéria ndo mostra por que cada coisa foi criada. Muitas vezes, o
gue é surpreendente até mesmo para o professor, a matematica se
desenvolveu sem muito sentido pratico. E uma grande falsidade
pensar que a Matemética nasceu das necessidades praticas do dia a
dia. A matemdtica é abstrata, esse é seu grande valor. Ndo serve
para nada. E ao mesmo tempo serve para tudo. Toda a tecnologia
atual estd embasada em muita matematica. Mas nao que a
matematica sirva para isso ou aquilo. (BROLEZZI, 2003)

Brolezzi (2003) acredita que o trabalho investigativo, na forma de projetos,
abre espaco para o estudo e a atividade criativa, tanto por parte do professor quanto
por parte do aluno. A diversidade de individuos, com suas caracteristicas e
realidades distintas presentes nas escolas, € um campo fértil para o surgimento de
desafios que podem gerar investigacdes matematicas. Uma atividade escolar
sensivel a esse contexto, e que levasse em consideracdo 0 interesse e a
curiosidade dos alunos, ndo desembocaria em questdes como esta: “para que

serve?”.

Trata-se de desenvolver o contetdo na perspectiva dos alunos que
querem o tempo todo saber “para que servem” as coisas que estao
aprendendo. Os projetos, aqui entendidos como uma organizacdo de
uma busca ou investigacdo de uma coisa que se quer conhecer
melhor, seriam criados em conjunto com os alunos, em aten¢gdo com
0 gque eles manifestam que querem saber. (BROLEZZI, 2003)

Assim sendo, o autor propde que poderiamos trabalhar com micro-projetos de
pesquisa. Tal trabalho envolveria as fases comumente presentes nos projetos de
pesquisa, tais como a identificagdo de um problema, o levantamento de hipoteses

sobre a solugcéo do problema, o estabelecimento dos objetivos que se relacionam a
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confirmacédo das hipoteses, a metodologia para alcancar os objetivos, a bibliografia e
as conclusdes obtidas com o trabalho.

...estamos propondo que o professor de matematica, junto aos seus
alunos, proponha-se fazer pesquisas sobre temas de matematica das
suas aulas, que partindo da pergunta mais comum “Para que serve
iss0?”, ou outras que aparecerem, desenvolva um projetinho visando
a obtencdo da resposta a essa pergunta. Para isso, pode fazer uso
da biblioteca, da Internet e outras fontes informacionais, desde que
tomados alguns cuidados de saber que nem tudo que esta la pode
ser confiavel. O final desse trabalho pode ser disponibilizado também
na pagina da Internet da escola, se houver, ou na péagina do
professor. Ou pode resultar em um produto, como um cd-rom
elaborado pela classe. A avaliagdo do trabalho deve levar em conta o
nivel de interatividade alcancado pelos alunos, se eles se
conectaram, se perambularam e redefiniram seus conceitos iniciais.
(BROLEZZI, 2003)

Consideramos que assim podemos valorizar os trabalhos dos alunos, e
também dos professores, colocando-os como protagonistas e construtores de

conhecimentos e trabalhos matematicos.

Uma atividade de investigacdo desenvolve-se habitualmente em trés
fases (numa aula ou conjunto de aulas): (i) introdugcéo da tarefa, em
gue o professor faz a proposta a turma, oralmente ou por escrito, (ii)
realizacdo da investigacdo, individualmente, aos pares, em pequenos
grupos ou com toda a turma, oralmente, e (iii) discussdo dos
resultados, em que os alunos relatam aos colegas o trabalho
realizado. Essas fases podem ser concretizadas de muitas maneiras.
(PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA, 2009)

Como lemos na citagdo, a atividade de investigacdo € composta por trés
fases que podem se concretizar de diferentes formas. Pode-se recorrer, por
exemplo, ao uso dos recursos da tecnologia da informacédo, como a internet, as wikis
e até mesmo as comunidades sociais, tais como grupos nos sites do yahoo, do
google, orkut e outras ferramentas de trabalho colaborativo. De modo que os
trabalhos realizados poderiam ser colocados numa dessas ferramentas e gerar
portfélios de trabalhos.

Tais recursos ja sao utilizados amplamente pelos alunos e também por
professores principalmente na busca de respostas a exercicios e para realizagdo de
trabalhos escolares. A ideia aqui proposta seria entdo institucionalizar essa pratica e

construir um trabalho mais sistematico e voltado para a investigacao e a realizacéo
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de projetos. Seria possivel, inclusive, ao invés de meramente consumir esses
recursos, colaborar, por exemplo, editando conteido das enciclopédias livres de

conteudos matematicos.

A exploracdo de diferentes tipos de investigacdo geométrica pode
também contribuir para concretizar a relacdo entre situacdes da
realidade e situac6es matematicas, desenvolver capacidades, tais
como a visualizacdo espacial e o uso de diferentes formas de
representacao, evidenciar conexdes matematicas e ilustrar aspectos
interessantes da histéria e da evolucdo da Matematica. (PONTE,
BROCARDO e OLIVEIRA, 2009)

Observamos que a forma investigativa de trabalho escolar se relaciona
diretamente com as concepc¢fes apresentadas no capitulo 1 nos aspectos referentes

as representacdes dos conceitos, a contextualizacao histdrica e a visualizacao.

Ao aproximar o professor das novas midias, abrem-se novas
possibilidades. A visdo dinAmica do conhecimento matematico, uma
das consequéncias importantes do uso da Historia, é tipica do uso
das novas midias. [...] E neste sentido que no atual momento da
Educacdo Matematica devemos testar essas metaforas tedricas
geradas por diferentes pesquisas, para que consigamos desenvolver
novas praticas pedagoégicas que permitam que mais estudantes
tenham acesso a estudar matematica (...)(BROLEZZI, 2003)

No trecho citado podemos observar como o autor relaciona a visualizacéo
dindmica dos conceitos matematicos com o uso das tecnologias da educacao e da
Histéria da Matematica bem como a importancia de experimentar e desenvolver

novas praticas pedagogicas.

As redes informacionais. Para além do livro didatico, temos a
biblioteca fisica, e também as diversas midias e a grande biblioteca
gue é a Internet. Uma das diferengcas importantes € que as
bibliotecas, e em menor grau 0s jornais e revistas, trazem
informacdes de alguma forma selecionadas. Ja a Internet ndo tem
controle algum. Qualquer pessoa pode disponibilizar contetdo na
rede. Isso requer a habilidade do pensamento criativo que deve
detectar pistas falsas, selecionar os caminhos. Novas habilidades,
gue os alunos devem desenvolver junto aos professores. Se antes
bastava abrir uma enciclopédia para obter dados sobre um tépico
considerado, agora € preciso ver se 0 que lemos e vemos tem
realmente valor. Nesse sentido, o uso de projetos de pesquisa na
educacdo adquire mais essa funcdo, a de preparar o aluno para o
exercicio da sele¢cdo das informagfes, uma habilidade necesséria
para o cidadao de hoje. (BROLEZZI, 2003)
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E preciso estar atento também para as problematicas que envolvem essas
tecnologias. Como sugere o autor, nem sempre o0 material do acervo imensuravel
gue se encontra na internet contém aquilo que se procura da forma como se espera.
Porém, até mesmo os livros podem cair nessa problematica, como evidenciado nas
andlises de Lima et al. (2001). Todavia, o trabalho escolar por meio de pequenos
projetos pode exercitar a habilidade de selecionar informacdes.

Podemos notar que os trabalhos de investigacdo e de projetos sdo bastante
diferentes da resolucdo de exercicios ou de problemas matematicos. Normalmente
esses Ultimos tém uma Unica resposta considerada correta. Enquanto que o0s
primeiros assemelham-se ao desbravamento de uma floresta, podem-se usar trilhas
ja existentes ou criar novas. Queremos dizer com isso que nas investigacfes
poderdo surgir resultados nao previstos pelo professor, que podem ser
enriquecedores, e exigirdo dele uma postura diferente daquela a que esta

acostumado.

...além de saber matematica, o professor deve conhecer histéria da
matematica, deve saber usar computadores no ensino, usar e criar
materiais didaticos diversos, conhecer aplicacdes da matematica,
problemas interessantes e n&do-rotineiros, jogos, curiosidades.
(BROLEZZI, 2003)

Observamos assim, que o professor de matematica da atualidade encontra-se
numa posicao desafiadora, que exige dedicacdo ao estudo dessa disciplina bem
como de métodos adequados para seu ensino, isto é, métodos que, como ja
salientado, conjugassem os conceitos abordados de visualizacdo e aplicacdo com a
curiosidade dos estudantes e o contexto eclético da escola.

No caso da geometria, um exemplo de atividades que se ajustariam a essas
preocupacdes metodoldgicas seria a proposta de construcdo de cubos de diferentes

dimensdes a partir de cubos unitarios. (PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA, 2009)

Imagine agora que, depois de construido o cubo de aresta 3 com os cubinhos, se

decidiu pinta-lo exteriormente de vermelho.

Quantos cubinhos ficam com uma Unica face pintada? E com duas? E com trés?...
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E com nenhuma?

Investigue o0 que aconteceria se pintdssemos o cubo de aresta 4. E se pintassemos

um de aresta 5? E de aresta 10?

A possibilidade de usar cubinhos apoia o trabalho inicial de recolha
de dados. Mas, também, apoia a justificacdo dos valores
encontrados mesmo para 0S casos em que se torna pouco viavel a
efetiva constru¢cdo do cubo (como nos casos de aresta 5 e 10). Por
exemplo, para perceber que o0 numero de cubinhos com zero faces
pintadas corresponde ao numero de cubinhos necesséarios para
construir um cubo cuja aresta tem menos dois cubinhos que o cubo
inicial, é importante olhar para os modelos construidos e imaginar o
que fica no interior. Daqui pode facilmente justificar-se que a
expressdo (n-2)° corresponde ao numero de cubinhos com zero
faces pintadas. (PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA, 2009, p. 88)

A atividade com o material concreto funciona para a obtencdo de dados de
forma experimental a partir da qual o aprendiz podera elaborar generalizaces.

Podemos também realizar projetos e investigacfes que incluem a utilizagédo
de aplicativos de geometria dinamica. Machado (2010) recomenda a utilizacdo de
um aplicativo chamado Sketchup. O software apresenta uma interface amigavel que
viabiliza que os alunos rapidamente criem trabalhos tridimensionais. O autor
explorou o uso desse recurso no estudo de prismas e cilindros relacionando-as
aquelas encontradas na observacao de obras e edificios da construcao civil.

Em certa oportunidade de uso livre do laboratério, um de nossos alunos a que

apresentamos o aplicativo mencionado criou a imagem da Figura 47.
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Figura 47 Carrinho de rolima
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Como exemplo de projeto de pesquisa, poderiamos propor o célculo da
quantidade de material necessario para a constru¢cdo desse modelo de brinquedo
(Figura 47), ou mesmo para a construcdo de 50 brinquedos. Outras questdes
poderiam surgir como, o tamanho da tabua vendida pela madeireira e as dimensdes
da parte superior do carrinho de rolim&, para o melhor aproveitamento de material.

Por fim, nosso intuito ao propor tais atividades é fomentar a diversidade em
diferentes aspectos, seja dos tipos de registros, seja dos tipos de recursos
pedagogicos e até mesmo das estratégias, guarnecendo professores e alunos com o
maior conjunto possivel de recursos para otimizar as condicfes de compreensdo da
estereometria. Esperamos, ainda, que os beneficios que esses recursos trazem para
o aprendizado sirvam de estimulo e paradigma para que essa maneira de pensar
possa se estender a outros temas no ensino da matematica.

Pretendemos também trazer a tona a importancia da reflexdo, da pergunta
pelos porqués, que deve sempre estar presente quando se fala em educagéo. A
busca de perguntas e respostas com a investigacdo e com a experimentacdo, bem
como com o trabalho por meio de projetos, certamente pode ser de grande ajuda
para a aprendizagem. E pode, além disso, gerar produtos ricos em termos materiais

e em termos do desenvolvimento cognitivo tanto do professor quanto do aluno.



82

CONSIDERACOES FINAIS

“Na vida o que mais se aprende é a fazer mais
maiores perguntas.”

Grande Sertao: Veredas
Jodo Guimaréaes Rosa

Buscamos no presente trabalho verificar se os materiais disponiveis para 0s
professores de ensino médio direcionados ao ensino da estereometria, isto €, da
disciplina que se ocupa do volume das formas tridimensionais, possibilitam uma
abordagem conceitual.

Consideramos que uma abordagem de ensino conceitual, seguindo os
pressupostos tedricos apresentados do Capitulo 1, deve envolver atividades de
construcdo e raciocinio, composicdo e decomposicdo das figuras geométricas, a
conceituacdo das ideias matematicas, a manipulacdo dos objetos e dos registros, a
aplicacdo e a contextualizacdo epistemoldgica dos conceitos, a utilizacdo de
recursos variados, como material concreto e recursos multimidia (aplicativos
computacionais, videos, etc.). Certamente ndo esgotamos 0s aspectos necessarios
para sanar as dificuldades do ensino da matematica. Contudo, acreditamos que um
direcionamento, fundado nas pesquisas dos autores em que nos apoiamos, pode
trazer resultados positivos a aprendizagem dos alunos.

Analisamos o Caderno do Professor e do Aluno enviados as escolas
estaduais de Sao Paulo pela Secretaria de Estado da Educacdo em 2008 e 2009.
Verificamos que esses materiais trazem atividades que contemplam grande parte
dos aspectos elencados no paragrafo anterior. Em face dessa constatacéo,
concluimos que o referido Caderno possibilita uma abordagem conceitual do volume
dos solidos geométricos.

Foi verificado, por outro lado, que o Caderno do Professor para o segundo
ano do ensino médio, quarto bimestre, ndo contém atividades que utilizem
aplicativos computacionais ou videos. Essa falha frustra as expectativas em relagao
ao referido Caderno, visto que esse mesmo material promete que traria esse tipo de

atividade.
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Além disso, o Caderno do Professor, como uma proposta complementar, ndo
contempla o conceito de semelhancga, apontado como de fundamental importancia
por pesquisadores como Lima (2009).

Sendo assim, trouxemos sugestdes de atividades para serem somadas
aquelas constantes em Sao Paulo (2009), de modo a complementa-las em aspectos
relacionados ao conceito de semelhanca de figuras espaciais, ao uso de aplicativos
computacionais e video. Isso foi feito com vistas a promover um modelo de ensino
qgue contemple multiplas representacdes de um mesmo conceito matematico, para
que ndo se confunda esse objeto com suas representacdes. E também a fim de
possibilitar aos aprendizes a visualizagdo dindmica e a compreensao integrativa ou
noésis, desses conceitos.

Consideramos que as relacfes tecidas entre os diferentes textos, discutidos
principalmente no capitulo 1, foram de grande valia para o desenvolvimento da

nossa compreensao sobre as caracteristicas da matematica e de seu ensino.
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