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Questions posées par l’enseignement des décimaux

(Notes de présentation)

Michel Henry,

IREM de Franche-Comté
· Ces questions sont de différentes natures, de niveaux très variés. Je les ai classées en trois catégories : mathématiques, épistémologiques et didactiques. On pourra ajouter la dimension pédagogique.

A) Mathématiques

1 Qu’est-ce qu’un nombre décimal ?

La définition abstraite est très simple : c’est un nombre rationnel dont la représentation en fraction réduite a pour dénominateur un entier dont les facteurs premiers ne sont que des 2 ou des 5.

Cela suppose la connaissance des nombres rationnels, de leur écriture fractionnaire et des bases de l’arithmétique. 

Mais est-ce bien didactiquement nécessaire ? Un décimal est un objet insolite dans la famille des nombres en mathématique : pourquoi 2 et 5 et pas 3 et 7 ?

2 Sont-ils des objets mathématiques nécessaires à l’édifice numérique ?

Non car on construit aisément l’ensemble des rationnels par symétrisation du demi-groupe multiplicatif IN* : ensemble quotient de IN * par la relation d’équivalence :

(x,y) ~ (x’,y’)  xy’ = x’y

- L’usage de décimaux provient de leur importance comme outils de calcul numérique, puissants et faciles dans une numération de position à base 10. 

- Il provient aussi de leur clarté et de leur facilité de lecture dans les problèmes de comparaison de nombres et d’approximations.

- Ils sont des outils incontournables dans les questions de mesures concrètes.

- Ce sont des objets d’une pratique sociale omniprésente, fondée sur leur écriture plus que sur leur poids mathématique.

3 Font-ils partie du savoir savant ?

Je dirai « oui » sur la base de leur « invention » historique. Mais ils ne figurent pas en tant qu’objet d’étude dans les éléments de Bourbaki par exemple.

4 Permettent-ils de résoudre tous les problèmes d’approximation ?

Oui, car pour tout  > 0, il existe p appartenant à IN* tel que 
[image: image1.wmf] <  (Propriété d’Archimède (  , ( p : 1 <  ). Ainsi, pour tout réel positif, non décimal, il existe une approximation à 
[image: image2.wmf] par défaut et une approximation à 
[image: image3.wmf] par excès, qui forment des suites adjacentes (cela suppose de savoir caractériser ce réel de différentes manières suivant son origine).

5 Entre deux décimaux, il y a toujours un autre décimal : leur demie-somme. 

Entre deux réels, il y a toujours un décimal. En effet, si |x – y| = avec 
[image: image4.wmf] < , l’approximation décimale du plus petit à 
[image: image5.wmf] près par excès est comprise entre x et y. D’où la densité de ID dans IR.

6 ID n’est pas un continu (Cantor, Dedekind)

Car ID ne vérifie pas la propriété de la borne supérieure : pour toute partie majorée, il existe une borne supérieure (majorant m de la partie A tel qu’il existe dans A un élément aussi proche de m que l’on veut), ex : A = {d  ID / d2 < 2}.

 ID  Q ( strictement), qui n’est pas un continu.

7 ID n’est pas un corps : l’inverse d’un décimal n’est pas nécessairement un décimal. ID est donc impropre au calcul algébrique.

B) Épistémologiques

1 – Existence des décimaux comme objets mathématiques ? Comme nombres ?


- IN * existe dans toutes les cultures : comptages.

- 0 apparaît chez les indiens (Vème siècle) et les arabes (IXème siècle) puis les chinois (VIIème –Xème siècle).

- 1 /2, 1/3, 1/4, ….2/3 existent aussi comme opérateurs (Egypte, Babylone, – 2500)

et 1/10 au même titre que les autres fractions simples.

- D’où la question : qu’est-ce qu’un nombre ? 

Réponse de Simon Stevin (Traité des grandeurs incommensurables, 1585)
 :

« Thèse 1 : que l’unité est nombre. Thèse 2 : que nombres quelconques peuvent être nombres carrés, cubiques, de quatre quantités, etc. Thèse 3 : qu’une racine quelconque est nombre. Thèse 4 : qu’il n’y a aucuns nombres absurdes, irrationnels, irréguliers, inexplicables ou sourds. »

Diatribe d’Antoine Arnaud et Nicolas Nicole (La logique ou l’art de penser, 1662) : 

« Le même Stevin est plein de semblables disputes sur les définitions des mots comme quand il s’échauffe pour prouver que le nombre n’est point une quantité discrète ; que la proportion des nombres est toujours arithmétique et non géométrique ; que toute racine, de quelque nombre que ce soit est un nombre. Ce qui fait voir qu’il n’a point compris proprement ce qu’était une définition de mot et qu’il a pris les définitions des mots, qui ne peuvent être contestées, pour les définition des choses que l’on peut souvent contester avec raison ».

Le point de vue de Newton (Arithmétique universelle, 1707) :

« On entend par nombre, moins une collection de plusieurs unités, qu’un rapport abstrait d’une quantité quelconque à une autre de même espèce, qu’on regarde comme l’unité. Le nombre est de trois espèces, l’entier, le fractionnaire et le sourd. L’entier est mesuré par l’unité ; le fractionnaire par un sous-multiple de l’unité ; le sourd est incommensurable avec l’unité ».

Commentaire de D’Alembert (Encyclopédie) :

« Nombre : se dit vulgairement dans l’arithmétique, d’une collection ou assemblages d’unités ou de choses de même espèce. … Wolff définit le nombre, ce qui a le même rapport avec l’unité qu’uned ligne droite avec une autre ligne droite : ainsi, en prenant une ligne droite pour une unité, tout nombre peut être appréhendé par quelqu’autre ligne droite ; ce qui revient à la définition de M. Newton ».

« Commensurable : … Les nombres commensurables sont proprement les seuls et vrais nombres. … √2 n’est point un nombre proprement dit, c’est une quantité qui n’existe point, et qu’il est impossible de trouver. … Les nombres entiers sont proprement les seuls et vrais nombres… ».

On peut rapprocher cette affirmation de celle de Léopold Kronecker : « Dieu a créé les nombres entiers, les autres sont l’invention des hommes ».

2 - Différentes utilisations des nombres :

- Comptages, dénombrements, repérages (entiers, puis rompus), ordinaux.

- Opérateur (sommes, différences, produits, partages), proportionnalité.

- Outils de calcul.

- Outils de résolution de problèmes, notamment d’équations algébriques …. 

- Relatifs (nombres « absurdes » pour Descartes, 1637). 

- Imaginaires (Tartaglia en 1535, Euler note i en 1748), puis « complexes » (Argand : représentation géométrique en 1806, Gauss 1831, Cauchy 1837). 

- Quaternions d’Hamilton en 1848, nombres multidimensionnels et vecteurs.

- Mesure des grandeurs : théorie des proportions d’Eudoxe (Éléments d’Euclide, Livre V), construction des réels par Dedekind en 1872. 

- Théorie de la mesure des grandeurs : Lebesgue, 1905.

- Corps spécialisés de la théorie des nombres (p-adiques, Hansel)

Etc …

 3 - Fondement des décimaux : la numération décimale de position

- Représentations numériques des Égyptiens, calculs des Babyloniens à base 60. 

- Révolution : numération indienne des VIe – VIIe siècles : Arhyabata en astronomie, puis Brahmagupta pour les règles d’opérations en numération décimale de position (628). 

- Calculs sur abaques, nécessité du zéro.

- Transmission arabe, naissance de l’algèbre au IXe siècle : Al Khwarizmi (780– 850) utilise la numération indienne. 

- Transmission à l’occident par Gerber d’Aurillac (Pape Sylvestre II de l’an Mil).

- Utilisation des puissances de 10 et des partages par 10 : les décimaux s’introduisent comme facilités de calcul et de représentation des nombres rompus, Al Uqlidisi (952, Xe siècle).

4 - Objets théoriques et théories du calcul avec décimaux

- Le précurseur : Al Samaw’al (1172).

- Le premier : Al Kashi : la clef de l’arithmétique (1427).

- Le second : Simon Stevin : La Disme. (1585). C’est un petit opuscule de 8 pages sous titré :

« Enseignant facilement expédier par nombres entiers sans rompus, tous comptes se rencontrant aux affaires des Hommes », 

et dédié « aux Astrologues, Arpenteurs, Mesureurs de tapisserie, Gavieurs, Stéréométriciens, Maîtres de monnaie & à tous Marchands ».

La première partie est une introduction à l’écriture des nombres décimaux et aux règles pratiques de calcul pour les 4 opérations. La deuxième partie s’adresse aux différents corps de métiers pour leur montrer l’intérêt qu’ils auraient à utiliser les « Dismes » pour leurs calculs. La Disme commence par sa propre définition : 

« Disme est une espèce d’Arithmétique, inventée par la Dixième progression , consistant en caractères des chiffres, par lequel se décrit quelque nombre, & par laquelle l’on dépêche par nombres entiers sans rompus, tous comptes se rencontrant aux affaires des hommes ».

Les définitions suivantes décrivent l’écriture décimale :

« Tout nombre entier proposé se dit “Commencement“, son signe est tel :
 0 , par exemple, 364  0 . ».

« Et chaque dixième partie de l’unité de commencement nous la nommons “Prime“, son signe est tel   1   & chaque dixième partie de l’unité de Prime nous la nommons “Seconde“, son signe est tel  2 . Et ainsi des autres chaque dixième partie de l’unité de son signe précédent, toujours en l’ordre un d’avantage. » 

« Ces nombres se disent en général “Nombres de Disme“ ». 

« Explication : 3  1    7   2    5   3   9   4  , c’est à dire 3 Primes 7 Secondes 5 Tierces 9 Quartes ; … les dits nombres sont 
[image: image6.wmf], ensembles : 
[image: image7.wmf] ».
·  - François Viette introduit le symbolisme algébrique : l’art analytique (1591).

· Large diffusion du symbolisme et de l’écriture décimale au 17ème siècle chez les savants.

· Système métrique légalisé par la Révolution Française en 1799, rendu obligatoire en 1837.

8 -  De la mesure des grandeurs (euclidiennes) aux nombres réels :

· Carré d’aire double d’un carré donné (dialogue du Ménon de Platon). 

· √2, …, √17 irrationnels dans le Thééthète, dialogue de Platon :

« Théodore … à propos de racines, nous avait montré que celles de trois pieds et de cinq pieds ne sont point pour la longueur commensurables avec celle d’un pied, et, les prenant ainsi, l’une après l’autre, il était allé jusqu’à celle de 17 pieds et il s’était, je ne sais pourquoi, arrêté là. Il nous vint alors à l’esprit, en considérant que les racines sont en nombre infini, d’essayer de les rassembler sous un terme unique, … Toutes les lignes dont le carré forme un nombre plan équilatère, nous les avons définies longueurs, et toutes celles dont le carré forme un nombre aux facteurs inégaux, nous les avons définies racines, parce qu’elles ne sont pas commensurables avec les autres… ».

· Rapports de grandeurs incommensurables, Eudoxe-Euclide, Livre V des Éléments, définition 6 de l’identité de deux raisons :

« Des grandeurs sont dites être en même raison, la première à la seconde, et la troisième à la quatrième, lorsque des équimultiples quelconques de la première et de la troisième, et d’autres équimultiples quelconques de la seconde et de la quatrième sont tels que les premiers équimultiples surpassent, chacun à chacun, les seconds équimultiples, ou leur sont égaux à la fois, ou plus petits à la fois ».

Traduction : 

Deux grandeurs A et B sont dites en même raison que deux autres C et D si pour tout couple (m, n) d’entiers non nuls, on a :

nA > mB et nc > mD, ou nA = mB et nC = mD, ou nA < mB et nC < mD.

Autrement dit, les rapports de grandeurs A/B et C/D sont majorés, égaux, ou minorés par les mêmes rationnels, c’est l’égalité de deux réels. 

· Produits de grandeurs (aire du rectangle) : l’explication de Legendre (Élémens de Géométrie, 1794)

« Si on a la proportion A : B : : C : D, on sait que le produit des extrêmes A.D est égal au produit des moyens B.C. cette vérité est incontestable pour les nombres ; elle l’est aussi pour des grandeurs quelconques, pourvu qu’elles s’expriment, ou qu’on les imagine exprimées en nombres ; ce qu’on peut toujours supposer, … alors, A, B, C, D représentent chacune un certain nombre d’unités, entier ou rompu, commensurable ou incommensurable, et la proportion entre … A, B, C, D devient une proportion de nombres ».
-
Les « raisons » conduisent aux réels, la définition 6 induit les coupures de Dedekind (Continuité et nombres irrationnels, 1872) :

« Les propriétés des nombres rationnels rappellent les relations réciproques de position qui existent entre les points d’une droite D… Mais… il existe sur la droite D une infinité de points ne correspondant à aucun nombre rationnel… L’essence de la continuité [réside] dans le principe suivant : si tous les points de la droite sont répartis en deux classes, telles que tout point de la première classe soit situé à gauche de tout point de la seconde classe, il existe un point et un seul qui opère cette partition… de la droite en deux portions…. 

4 Le domaine Q des nombres rationnels, non continu, doit être compété en un domaine continu. … Soit donnée une certaine partition du système Q en deux classes A et B ayant pour seule propriété caractéristique que tout nombre a dans A est plus petit que tout nombre b dans B. … Une telle partition est nommée coupure, … désignée par (A, B)… Chaque fois qu’une coupure n’est pas produite par un nombre rationnel, nous créons un nombre nouveau, irrationnel, x, défini parfaitement par cette coupure (A, B)… ».
9 -  Rapports géométrique-numérique
- Droite euclidienne et conception du continu d’Aristote. Contradiction avec la représentation discrétisée des nombres.

5 - La droite hilbertienne : un ensemble de points. Dépassement de la contradiction et possibilité de la droite numérique (cf. Dedekind).

· – Les décimaux comme outils de représentation des réels, 

· Les rationnels comme outils d’approximation des réels. 

· Suites décimales périodiques. 

· Une suite décimale non périodique représente-t-elle un nombre ? 

· Approximation des réels par les suites décimales illimitées, Kästner en 1758 :

« On peut considérer le nombre irrationnel comme étant composé de deux parties : l’une, le commencement, est rationnelle et peut être prolongée à volonté de telle sorte que l’autre partie, la fin, qui reste en toute rigueur toujours inconnue, devienne plus petite que toute grandeur donnée … , on approche de plus en plus le nombre irrationnel sans jamais l’atteindre complètement ».

C) Questions didactiques

10 - Prérequis ?
· Les différentes facettes des nombres entiers (positifs) outils – objets.

· La numération décimale de position ; écriture, comparaison de nombres, opérations.
· Représentation des entiers sur une demi-droite graduée.
· Grandeurs et mesures élémentaires.
· Fractions simples comme outils de partages et d’approximations.
2
 – Quels milieux didactiques rendent les entiers et les fractions insuffisants ?

· Cadre des grandeurs et de leur mesure.

· Représentation géométrique.

· Complexité du calcul avec des fractions.

3 - Acquisition de l’écriture décimale.
- Conditions pour qu’un décimal, donné par son écriture, ne soit pas conçu comme un couple d’entiers (tendance historique à donner le « degré de décimalité », le signe du nombre selon Stevin, pour faire des opérations).

- L’écriture décimale comme outil de comparaison de nombres, de calcul, d’approximations, infiniment petits, Eudoxe-Archimède.

· Représentation décimale illimitée de fractions non décimales (périodicité pour les rationnels ?). 

· Identification de 1 et 0,9999… etc.

· Peut-on concevoir une écriture décimale illimitée non périodique ? Détermine-t-elle un nombre ? D’autres nombres que des décimaux. Vers les irrationnels et les réels (algébriques, transcendants).

· Nombres issus de la géométrie (partages de grandeurs, √2 (Platon), incommensurabilité, inconstructibilité de 
[image: image8.wmf] (duplication du cube), π (rapport ou nombre ?).

· Issus de l’algèbre : quelles équations conduisent à des décimaux, à des rationnels, à des algébriques, transcendants, complexes ?

· Issus de la trigonométrie : partage des angles (trisection).

· Issus de la théorie des fonctions : logarithmes …

· 4 - Constructions de séquences d’apprentissage : 

· objectifs et micro-objectifs

· Cadres et milieux didactiques

· Situations-problèmes

· Analyses a priori : savoirs en jeu, obstacles, stratégies.
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