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Résumé


Cette première démonstration du théorème de BERNOULLI par lui-même est intéressante à plus d'un titre [1]. Le travail fin sur les coefficients binomiaux met bien en évidence la propriété de stabilisation des fréquences, source de la loi des grands nombres. Le traitement que fait BERNOULLI de la notion de limite en probabilité est aussi très instructif, passant d'un raisonnement erroné inspiré par le calcul infinitésimal à une démonstration rigoureuse en termes de limites, bien avant que cette notion soit clairement dégagée notamment par CAUCHY. Le caractère constructif de la démonstration de BERNOULLI permet de déterminer le nombre optimal d'observations pour estimer une probabilité. C'est sans doute le premier résultat sur l'estimation par intervalle de confiance. Le résultat peu performant obtenu en fin de compte par BERNOULLI est instructif sur les limites de la méthode et appelle les avancées de MOIVRE et de LAPLACE sur l'approximation de la loi binomiale par la loi normale. Après avoir situé historiquement la naissance de la pensée probabiliste et présenté les enjeux dégagés par BERNOULLI dans son quatrième chapitre de la quatrième partie d'Ars Conjectandi, nous étudions cette démonstration donnée en chapitre 5 dans le texte authentique traduit par Norbert Meunier [2].

1 La notion de probabilité avant Jacques Bernoulli

1.1 Les précurseurs : Galilée, Cardan


La pensée probabiliste suppose de pouvoir spéculer sur des événements qui ne se sont pas encore produits. C’est une des raisons pour lesquelles elle n’est vraiment apparue qu’au 17ème siècle
.. 


On trouve cependant la trace d’une approche fréquentiste dans un poème épique du moyen âge, De Vetula [4], racontant la jeunesse amoureuse du poète Ovide. Ce texte a été écrit vraisemblablement vers 1250 par Richard de FOURNIVAL (1201-1260), Chancelier du Chapitre de la cathédrale d’Amiens. Dans une partie de ce long poème, l’auteur décrit un jeu de dés où l’on s’intéresse à la somme des points qui se présentent quand on lance trois dés. Il fait un décompte correct des différents cas donnant chacune des sommes possibles et suggère que les joueurs s’en inspirent pour déterminer leurs paris. 


C’est à propos de ce même jeu que, plus de trois siècles après, le Grand Duc de Toscane a posé vers 1620 sa fameuse question à GALILÉE : pourquoi la somme 10 semble se présenter plus fréquemment que 9 ? La solution de GALILÉE sera publiée en 1718 dans Le Opere de Galileo Galilei, reprend la même analyse des cas que celle que l’on trouve dans De Vetula.


On sait que la notion de probabilité apparaît explicitement pour la première fois dans la correspondance entre PASCAL et FERMAT de 1654, à propos du “ problème des partis ”. On trouve une version de ce problème ancien dans le traité de Luca PACIOLI (1445-1514), Summa de arithmetica geometria proportioni et proportionalita, publié en 1494. PACIOLI présente ce problème à propos d’un match de jeu de paume entre deux équipes de soldats qui doivent interrompre leur compétition alors qu’une équipe a pris l’avantage sur l’autre : comment répartir les mises ? Mais il propose une réponse erronée en suggérant de répartir l’enjeu proportionnellement aux points déjà marqués par les uns et les autres.


De nombreux auteurs s’accordent à trouver chez Jérôme CARDAN (1501-1576) l’expression d’une pensée probabiliste dans son ouvrage traitant des dénombrements de possibilités dans les jeux de hasard, Liber de ludo aleae, écrit entre 1526 et 1560, mais publié seulement en 1663. CARDAN est le premier mathématicien à spéculer clairement sur les événements hasardeux, ouvrant la voie à la notion de probabilité [3].

1.2 Les fondateurs : Pascal et Fermat


On fait donc remonter à la correspondance de 1654 entre Blaise PASCAL (1623-1662) et Pierre FERMAT (1601-1665) l’apparition de la probabilité. Dans cette correspondance, PASCAL et FERMAT comparent leurs solutions au “ problème des partis ”, soumis à PASCAL par le Chevalier de Méré : comment répartir les mises (faire le parti) entre les joueurs d’un jeu de hasard en plusieurs manches, interrompu avant que le sort attribue l’enjeu à l’un des joueurs. PASCAL avance une réponse élégante en termes d’espérance de gain, alors que FERMAT fait une analyse combinatoire de la situation au moment où le jeu est interrompu et propose une répartition de l’enjeu proportionnellement aux probabilités de gain de chacun des joueurs. Dans sa lettre du 25 septembre 1654, FERMAT prend l’exemple d’un jeu à trois joueurs dans lequel il manque une partie au premier et deux à chacun des deux autres. Il présente le premier calcul de probabilités :

“ … cette fiction d'étendre le jeu à un certain nombre de parties, ne sert qu’à faciliter la règle, et (suivant mon sentiment) à rendre tous les hasards égaux, ou bien, plus intelligiblement, à réduire toutes les fractions à une même dénomination. (…) Il faudra voir combien de combinaisons feront gagner au premier une partie plutôt que deux à chacun des autres. (…) Le premier peut gagner, ou en une seule partie, ou en deux, ou en trois. Sil gagne en une seule partie, il faut qu'avec un dé qui a trois faces il rencontre la favorable du coup. Un seul dé produit 3 hasards ; ce joueur a donc pour lui 1/3 des hasards, lorsqu'on ne joue qu'une partie. (…) Deux dés produisent 9 hasards : ce joueur a donc pour lui 2/9 des hasards lorsqu'on joue deux parties. (…) Trois dés ont 27 hasards ; donc ce premier joueur a 2/27 de hasards lorsqu'on joue trois parties. La somme des hasards qui font gagner ce premier joueur, est par conséquent 

, 

 et 

 ce qui fait en tout 

 ”.


PASCAL convient de la justesse et de la généralité des vues de FERMAT et dans sa célèbre adresse à l’Académie Parisienne de Mathématiques, il annonce :

“ Une recherche toute nouvelle et portant sur une matière entièrement inexplorée, savoir sur les combinaisons du hasard dans les jeux qui lui sont soumis. (…) par l'union ainsi réalisée entre les démonstrations des mathématiques et l'incertitude du hasard, et par la conciliation entre les contraires apparents, elle peut tirer son nom de part et d'autre et s'arroger à bon droit ce titre étonnant : Géométrie du hasard. … ”
1.3 Premières définitions de la Probabilité


Le mot “ probabilité ”, utilisé au Moyen-Âge en jurisprudence, apparaît pour la première fois au sens actuel dans la Logique ou l’art de penser (1662) d’Arnauld et Nicolle, “ ces gens de Port-Royal ”, amis de Pascal [3]. Traitant de l’incertitude des témoignages, Arnauld et Nicolle s’interrogent sur les degrés de crédibilité. Passant aux événements futurs, ils donnent l’exemple de joueurs pour lesquels “ il est neuf fois plus probable à l’égard de chacun qu’il perdra son écu… Ainsi, chacun a pour soi neuf écus à espérer, un écu à perdre, neuf degrés de probabilité de perdre un écu … ”.


On doit à Christian HUYGENS (1629-1695) le premier traité de probabilités, De ratiociniis in alea ludo (du calcul dans les jeux de hasard), publié en 1657 [5]. Il y présente un exposé clair des idéees de PASCAL, mises en forme dans son Traité du triangle arithmétique, reprenant l’approche par l’espérance mathématique. HUYGENS explique :

“ Quoique dans les jeux de hasard pur les résultats soient incertains, la chance qu’un joueur a de gagner ou de perdre a cependant une valeur déterminée ”

et il donne la définition suivante :

“ Avoir p chances d'obtenir a et q chances d'obtenir b, les chances étant équivalentes, me vaut  

 ”.


HUYGENS appliquera ce principe à l’étude des tables de mortalité établies à Londres et en tirera le concept d’espérance de vie.


HUYGENS termine son traité par les énoncés de cinq exercices de probabilités qui auront une importance historique car ils permettront à Jacques BERNOULLI d’exercer sa sagacité : 

“ Vous trouverez qu’à la fin de ce traité j’ai proposé encore quelques questions du même genre (…) parce qu’il me semblait utile de laisser quelque chose à chercher à nos lecteurs (s’il s’en trouve quelques-uns), afin que cela leur servît d’exercice et de passe-temps ”. 

Voici, par exemple, le cinquième énoncé :


“ Ayant pris chacun 12 jetons, A et B jouent avec trois dés à cette condition qu'à chaque coup de 11 points, A doit donner un jeton à B et que B en doit donner un à A à chaque coup de 14 points, et que celui-là gagnera qui sera le premier en possession de tous les jetons. On trouve dans ce cas que la chance de A est à celle de B comme 244 140 625 est à 282 429 536 481 ”.


Ce nouveau calcul des probabilités éveille l’attention des mathématiciens contemporains. Le plus grand d’entre eux, Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716), mis au fait par HUYGENS, écrit dans les nouveaux essais sur l’entendement humain (1704) :

“ Les mathématiciens de notre temps ont commencé à estimer les hasards à l’occasion des jeux. (…) J’ai dit plus d’une fois qu’il faudrait une nouvelle espèce de logique qui traiterait des degrés de probabilité. (…) Je souhaiterais qu’un habile mathématicien voulût faire un ample ouvrage bien circonstancié et bien raisonné sur toute sorte de jeux, ce serait de grand usage pour perfectionner l’art d’inventer, l’esprit humain paraissant mieux dans les jeux que dans les matières plus sérieuses ”.


LEIBNIZ suggère ainsi de travailler sur les jeux de hasard comme modèles simples de situations aléatoires réelles. Jacques BERNOULLI, qui était en correspondance régulière avec lui, ira bien au-delà de cette attente.


La notion de probabilité, adaptée à ce contexte, est présentée par Pierre Raymond de MONTMORT dans son livre Essay d’analyse sur les jeux de hasard (1708) :

“ Le sort de Pierre est le rapport de tous les coups qui lui sont favorables au nombre de tous les coups possibles. (…) Dans une gageure égale les mises des deux joueurs doivent avoir le même rapport que les divers degrés de probabilité ou d’espérance que chacun des joueurs a de gagner ”.


Ce point de vue, repris tout au long du 18ème siècle jusqu’à son adoption par Pierre Simon LAPLACE comme premier principe de sa Théorie analytique des probabilités (1812), sera érigé en définition par Abraham DE MOIVRE (1667-1754), poursuivant l’œuvre de BERNOULLI dans The doctrine of chances (1718) :

“ Ainsi, si on considère une fraction dont le numérateur est le nombre des chances qui peuvent réaliser un événement, et dont le dénominateur est le nombre de toutes les chances qui peuvent ou non le réaliser, cette fraction sera une véritable définition de sa probabilité ”.

2 La probabilité selon Bernoulli (1654-1705)


L’œuvre majeure de Jacques BERNOULLI, Ars Conjectandi, a été publiée en 1713 par son neveu Nicolas. Fruit de 20 ans de travail, elle est composée de quatre parties. La première partie est une analyse critique du traité de HUYGENS De ratiociniis in aleae ludo, BERNOULLI y résout les 5 problèmes laissés ouverts. La seconde partie d’Ars Conjectandi contient la “ Doctrine des Permutations et des Combinaisons ”, la troisième partie explique “ l’emploi de la doctrine précédente dans les sorts variés et les jeux de dés ”. C’est dans la quatrième partie, traitant de “ l’usage et l’application de la doctrine précédente aux affaires civiles, morales et économiques ” que BERNOULLI expose ses vues sur les probabilités et démontre pour terminer le théorème qui porte son nom [2].


Voici, sans commentaires, quelques citations essentielles, extraites des 4 premiers chapitre de cette dernière partie, qui éclairent bien le contexte conceptuel de la démonstration donnée dans le cinquième.

Chapitre I : Préliminaires : la certitude, la probabilité, la nécessité, la contingence.

“ Tout ce qui bénéficie sous le soleil de l’être ou du devenir, passé, présent ou futur, possède toujours en soi et objectivement une certitude totale. (…) Car si n’arrivait pas avec certitude tout ce qui est futur, on ne voit pas comment le Créateur suprême pourrait conserver entière la gloire de son omniscience et de son omnipotence. (…)

Quant à dire comment cette certitude de l'avenir peut subsister avec la contingence ou la liberté des causes secondes, que d'autres en disputent ; pour nous, nous ne voulons pas toucher aux points étrangers au but que nous visons. (…)

La probabilité est en effet un degré de la certitude et en diffère comme la partie diffère du tout ”.

Chapitre II : Science et conjecture. L’art de conjecturer. Les arguments des conjectures. Axiomes généraux touchant ces points.
“ Conjecturer quelque chose, c’est mesurer sa probabilité : ainsi l’art de conjecturer ou la stochastique se définit pour nous comme l’art de mesurer aussi exactement que possible les probabilités des choses… ”.

Chapitre III : Les divers espèces d’arguments, et comment estimer leur poids pour supputer les probabilités.

“ les probabilités sont estimées d'après le nombre et aussi le poids des arguments qui de quelque manière prouvent ou révèlent que quelque chose est, sera ou a été. (…) Posons que le nombre des cas, dans lesquels un argument quelconque peut exister est b ; le nombre de ceux dans lesquels il peut arriver qu’il n’existe pas est c, (…). Or je pose que tous les cas sont également possibles, ou qu’ils peuvent survenir avec une égale facilité ; (…) en sorte qu’un tel argument prouve 

 de la chose ou de la certitude de la chose ”.

Chapitre IV : La double manière de chercher les nombres de cas. Ce qu’il faut penser de celui qui est établi par des expériences.

“ On en est ainsi venu à ce point que pour former selon les règles des conjectures sur n’importe quelle chose, il est seulement requis d’une part que les nombres de cas soient soigneusement déterminés, et d’autre part que soit défini combien les uns peuvent arriver plus facilement que les autres. 

Mais c’est ici enfin que surgit une difficulté, nous semble-t-il : cela peut se voir à peine dans quelques très rares cas et ne se produit presque pas en dehors des jeux de hasard que leurs premiers inventeurs ont pris soin d’organiser en vue de se ménager l’équité.

(…) Mais qui donc parmi les mortels définira par exemple le nombre de maladies, (…) qui encore recensera les cas innombrables des changements auxquels l’air est soumis chaque jour. (…) Il serait donc absolument d’un insensé de vouloir connaître quelque chose de cette matière. 

(…) Mais à la vérité ici s’offre à nous un autre chemin pour obtenir ce que nous cherchons. Ce qu’il n’est pas donné d’obtenir a priori l’est du moins a posteriori, c’est-à-dire qu’il sera possible de l’extraire en observant l’issue de nombreux exemples semblables, car on doit présumer que, par la suite, chaque fait peut arriver et ne pas arriver dans le même nombre de cas qu'il avait été constaté auparavant, dans un état de choses semblables, qu'il arrivait ou n'arrivait pas. ”.


Cette affirmation découle du théorème (forme faible de la loi des grands nombres) que BERNOULLI va démontrer au chapitre 5, et que l’on peut énoncer ainsi : 


A la seule condition de répéter un nombre de fois suffisamment grand une même expérience aléatoire, il y a une probabilité aussi voisine de 1 que l’on veut (niveau de confiance) pour que la fréquence des issues réalisant un événement donné soit aussi proche que l’on veut de la probabilité de cet événement (précision de l’approximation). 

Cette fréquence peut donc être prise pour ‘‘estimer’’ cette probabilité. 

La présentation de cette démonstration fait l’objet de la suite de l’exposé.

3 Le cadre du théorème, hypothèses et énoncé

3.1 Remarques introductives


On part de l'expérience dite “ de Bernoulli ”. C'est une expérience aléatoire à deux issues possibles de probabilités p et q = 1 - p. Le modèle standard est donné par une urne à deux couleurs, avec une proportion p de boules blanches et q de boules noires.

Cela suppose p rationnel. Mais cette remarque n'a pas de sens, ni dans la réalité ni dans le modèle pseudo concret où se place BERNOULLI. Il admet implicitement que toute expérience aléatoire à deux issues peut être représentée par un tirage d'une urne ayant t = r + s boules dont r blanches. Dans cette conception, toute probabilité s'exprime par un rapport de cas favorables (r) à tous les cas possibles (t). Il existerait donc derrière chaque situation aléatoire une réduction possible à l'équiprobabilité, même si celle-ci nous est inaccessible. La démonstration de BERNOULLI est complète et rigoureuse dans cette hypothèse. Pourtant BERNOULLI propose de l'appliquer à des situations où cela ne va pas de soi (épidémies, météo, ...) pour "estimer" la probabilité théorique p d'un événement E par la fréquence stabilisée observée de l'événement E lorsque l'on répète l'expérience un très grand nombre de fois.


Il est à noter que le “ théorème de Bernoulli ” ne démontre pas la réalité du phénomène observable de stabilisation de la fréquence d'un événement, ce phénomène relève de la perception humaine d'une loi de la nature. Par contre, ce théorème, utilisant les hypothèses de modèle (propriétés de l'urne de Bernoulli), montre que la suite des fréquences théoriques, définies au sein du modèle par le rapport du nombre d'expériences (fictives) "fécondes" (ayant pour issue une boule blanche) au nombre total d'expériences répétées considérées, converge en probabilité vers p quand le nombre d'expériences tend vers l'infini. L'adéquation de ce résultat théorique avec les faits d'observation n'est pas une démonstration de la réalité du phénomène de stabilisation des fréquences observées, mais plutôt une présomption de la pertinence du modèle probabiliste pour expliquer ce phénomène, et par extension, pour produire des décisions quant aux résultats possibles d'un processus aléatoire.

 3.2 Les hypothèses et les notations


Une épreuve aléatoire à deux issues est représentée par le tirage "au hasard" d'une boule d'une urne contenant t boules dont r blanches et s noires : r + s = t. La locution "au hasard" sous entend l'hypothèse de modèle : les boules dans l'urne sont équiprobables. L'extraction d'une boule blanche sera appelée "succès" et l'épreuve produisant ce succès sera dite "féconde", pour reprendre le vocabulaire de BERNOULLI. Comme nous le faisons habituellement aujourd'hui, désignons par  p  et  q  les probabilités respectives du succès et de l'échec. Ces probabilités : p = r/t  et  q = s/t  seront les données fixes du problème.


On répète cette épreuve un grand nombre nt de fois (BERNOULLI joue ainsi sur les deux variables t et n, c'est la clé de son résultat comme on le verra ensuite). Le nombre de succès dans cette expérience aléatoire est une variable binomiale N dont la loi B(nt, p) est donnée par P(N = nt - k) = 

 pnt-k qk. Pour mieux suivre le texte de BERNOULLI, il est préférable de noter le nombre d'échecs par k, plutôt que le nombre de succès, ce qui ne change pas le coefficient 

. (Pour simplifier les écritures, nous adoptons la notation 

, alors que BERNOULLI explicite ce rapport sous la forme : 

).


Cette probabilité binomiale est considérée par BERNOULLI comme connue. C'est pour lui la proportion des nt-uplets comportant nt - k boules blanches parmi tous les nt-uplets que l'on peut former par répétition  nt  fois de l'épreuve de Bernoulli. 


Cette probabilité est donc conçue comme le rapport 

 qui suppose les nt-uplets équiprobables, hypothèse traduisant l'indépendance des épreuves successives dans le schéma binomial. La valeur de cette probabilité découle alors d'un raisonnement de combinatoire à partir des hypothèses de modèle, notamment de l'équiprobabilité des boules dans l'urne de Bernoulli. Le nombre de tels nt-uplets "favorables"  est 

 rnt-k sk et celui de tous les nt-uplets possibles est tnt.
Pour l'énoncé de son théorème, BERNOULLI introduit un nombre c aussi grand que l'on veut, de telle sorte que 

 est compris entre 0 et 1, aussi proche que l'on veut de 1.

3.3 L'énoncé du théorème selon Bernoulli


L’énoncé de BERNOULLI est le suivant :

“ Soit le nombre de cas fertiles (…) au nombre de tous dans le rapport 

 (…). On peut concevoir des expériences en un nombre tel qu’il soit plus vraisemblable d’autant de fois que l’on veut (soit c) (…) que le nombre des observations fertiles soit au nombre de toutes les observations dans un rapport ni plus grand que 

, ni plus petit que 

 ”.


Traduit en français contemporain, voici le théorème démontré par BERNOULLI :

Théorème : Soit E une issue possible d'une épreuve de Bernoulli. On suppose que la probabilité de E est  p = 

. Cette épreuve est répétée un grand nombre nt de fois. Soit Fnt la fréquence de réalisations de E au cours de ces nt épreuves.

Alors, pour tout nombre c aussi grand qu'on le veut, pour n assez grand, la probabilité que Fnt soit comprise entre 

 et 

 est plus grande que  

.


Interprétation : en prenant t et r assez grands, de telle sorte que le rapport 

 reste égal à p, posant Fnt = 

,  on obtient pour n assez grand le résultat : P(p – 

 < Fnt < p + 

) > 

. Autrement dit,  Fnt converge en probabilité vers p. 

Posant  = 

 et 

, cette inégalité devient : P(Fnt –  < p < Fnt + ) > 1 – . L’intervalle ] Fnt – , Fnt +  [est donc un intervalle de confiance pour p de niveau 1 – .


BERNOULLI obtient le premier intervalle de confiance de l’histoire pour estimer une probabilité.


Commentaire : Notons que BERNOULLI fait intervenir deux notions de probabilité : 

- la probabilité p de tirer une boule blanche, valeur déterminée a priori, représentant la composition de l'urne, éventuellement inconnue. L'idée géniale de BERNOULLI est de l'exprimer sous la forme 

 en se laissant comme paramètre disponible la valeur de t.

- la probabilité que la fréquence Fnt des succès en nt épreuves reste assez voisine de p quand n est assez grand. BERNOULLI préfère appeler cette probabilité "vraisemblance".

4 L'architecture de la démonstration


Les formulations de BERNOULLI, un peu alambiquées pour un lecteur contemporain, doivent être interprétées. Conservant les idées essentielles, les énoncés suivants tentent cette traduction. Le théorème est démontré à partir de remarques fines sur les coefficients binomiaux.


On part de la formule du binôme de Newton, avec  t = r + s :








 


Une première remarque, triviale, mais qu'il est bon de faire pour la suite, fait l'objet du lemme 2 de BERNOULLI :

Lemme 2 : cette somme contient nt + 1 termes


Pour éclairer le raisonnement de Bernoulli et réduire ses formulations, il est préférable d'introduire une notation fonctionnelle, plus lisible à notre époque : on notera par 

 le kième terme du développement du binôme, les puissances de s étant écrites dans l'ordre croissant. 


BERNOULLI distingue trois termes remarquables qu'il note M, de rang ns ; L placé n termes avant M et placé n termes après M : 

M = A(ns) = 

   Remarquons que l'on a : 


L = A(ns-n) = 

  et   = A(ns+n) = 


Dans les lemmes 1 et 3, Bernoulli étudie les A(k). Pour cela, on peut représenter les termes de (r + s)nt sur un schéma :

rang à partir du premier : 0
   k

ns-n

ns

ns+n

nt




     |_____|__________|___________|_____________|__________|__>
termes du binôme :        rnt
  A(k)
  
 L

M

   

snt



 <_|_____|__________|___________|_____________|__________|
rang à partir du dernier : nt
 nt-k

nr+n

nr

 nr-n

0




    [-----------------------[----------------[]------------------]--------------]

nombre de termes :

     ns-n

  n

n
 
 nr-n

Lemme 1 : Avant  L, il y a  s – 1  fois plus de termes qu'entre  L et  M, après   il y a  r – 1  fois plus de termes qu'entre  M  et  


Le lemme 3 est moins immédiat et met en évidence le rôle central que joue M : de part et d'autre de M, les termes du binôme vont en décroissant, et cela de plus en plus vite :

Lemme 3 : M est le plus grand de tous les termes du développement du binôme. Les autres décroissent de part et d'autre de  M. De plus, cette décroissance est de plus en plus rapide.


La formulation de BERNOULLI est : 

“ M sera le plus grand de tous, et ceux qui de part et d'autre sont plus proches de lui seront plus grands que d'autres plus éloignés du même côté : mais ce terme M sera dans un rapport plus petit avec un terme proche que ce terme avec un terme plus éloigné (pour des intervalles de termes égaux) ”.


Autrement dit : A(k) est une fonction croissante de k entre 0 et ns, décroissante de ns à nt.


De plus, pour  0 < k ≤ ns  et  j  pas trop grand, on a : 

, 

et notamment pour  k = ns  et  j = n,  

.


De même, pour  ns ≤ k < nt  et  j  pas trop grand,  


et  

.


Les lemmes 4 et 5 étudient les comportements de ces rapports quand n est grand, préparant la convergence annoncée dans le théorème.

Lemme 4 : Dans le développement de (r + s)nt, on peut prendre n assez grand pour que les rapports 

 et 

  soient aussi grands que l'on veut.


En termes de limites : 

 

 et 

 


Lemme 5 : Dans le développement binomial de (r + s)nt, pour n assez grand, le rapport de la somme des termes compris entre  L et   à la somme de tous les autres (ceux qui précèdent  L et ceux qui suivent  ) est plus grand que tout nombre c  donné.


Traduction symbolique : c < 



Propriété équivalente utilisée : 

 < 


5 La démonstration

5.1 Démonstration du théorème

Soit Bnt le nombre de succès obtenus lorsque l'on répète l'expérience de Bernoulli nt fois. Bnt est une variable binomiale. Soit  Fnt = 

  la fréquence de ces succès. Avec les notations introduites, où k désigne le nombre d'échecs, on a :

P(Bnt = nt - k) = 

. 


D'où, d'après le lemme 5 :

P(nt-ns-n ≤ Bnt ≤ nt-ns+n) = 

.


Or, P(nt-ns-n ≤ Bnt ≤ nt-ns+n) = P(rn-n ≤ Bnt ≤ rn+n) , ce qui s'écrit pour un c positif quelconque et n assez grand : 

P(

≤ Fnt ≤ 

) > 

 . C.Q.F.D.


En termes modernes, avec  p = 

, cela signifie que,   > 0  étant donné, pour t tel que 

 < , on a :  P(|Fnt - p| ≤ ) 

, ou encore :  Fnt 

.
5.2 Démonstration du lemme 3

5.2.1 A(k) passe par un maximum M pour k = ns


Pour tout  k  tel que 0 ≤ k < nt, on a :  



Soit  0 ≤ k < ns. En remarquant que nt - k ≥ nr, on a : 

, d'où A(k) < A(k+1),  A(k) est donc croissante sur [0, ns]. 


De même, si  ns ≤ k < nt,  

. A(k) est donc décroissante sur [ns, nt]. A(k) passe donc par un maximum M = A(ns) pour k = ns.

5.2.2 Variations de A(k)


L'égalité 

 montre que 

 est une fonction décroissante de k sur [0, nt]. On a donc pour tout  k ≤ ns  et  j < k-1 : 

< 

. 


De même, 

 étant croissante sur [0, nt], pour ns ≤ k < nt, et j < nt – k, on a : 


 EMBED "Equation.3" \* mergeformat  

< 

.
5.3 Démonstration du lemme 4


Ce lemme consiste en l'étude du comportement des rapports  

 et 

 quand n tend vers l'infini. BERNOULLI fait d'abord une démonstration "intuitive", qui ne résiste pas à un contrôle rigoureux. Pressentant la critique, il la reprend dans une "scholie" (remarque critique), de manière bien plus fine. Son étude soigneuse le conduit à une méthode pour déterminer le nombre d'expériences à reproduire pour estimer la probabilité  p  aussi précisément que l'on veut (à 1/t près), avec une probabilité aussi petite que l'on veut de se tromper (inférieure à 1/c).


Ce résultat, pourtant majeur, n'est pas repris dans l'énoncé du théorème, bien qu'il intervienne dans l'application numérique que BERNOULLI propose pour terminer. Nous le comparerons à celui, moins fort, que l'on obtient par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, accessible également par les outils mathématiques à la portée de BERNOULLI.

5.3.1 "Démonstration" élémentaire développée dans un premier temps par BERNOULLI

On a : 



et : 



Utilisant l'égalité 

 obtenue dans le lemme 3 et remarquant que 

nt – ns = nr, on obtient :
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  et  



Supposant “ n infini ”, BERNOULLI. considère que “  les nombres 1, 2, 3, etc. sont négligeables devant n , [et les  facteurs comme] nr+n–1, nr+n–2,... sont équivalents à nr+n, et ns–n+1, ns–n+2,... sont équivalents à ns–n, et en effectuant la division par n, il s'ensuit que : 


 EMBED "Equation.3" \* mergeformat  


et  

 ”


Ce faisant, BERNOULLI considère comme “ équivalents ” à 

 des facteurs de la forme 

 pour j variant de 1 à n, alors que la majoration possible est dans le mauvais sens et ne garantit pas le résultat. De plus, “ le nombre de ces facteurs est n, c'est à dire un nombre infini ”, remarque qui invalide la démonstration. 

Pourtant BERNOULLI conclut que :

“ les rapports sont des multiples (puissances) infinis des rapports 

 et 

, aussi, conséquence simple, sont-ils infinis ”.

et il énonce : “ le plus grand terme  M est envers  L et   dans un rapport supérieur à tout rapport assignable. C.Q.F.D. ”.

BERNOULLI démontre ensuite le lemme 5, puis revient au lemme 4 dans la "scholie" dont l'introduction savoureuse est révélatrice de sa maîtrise de l'infini et implicitement de la notion de limite : 

“ Il peut être objecté aux 4ème et 5ème lemmes par ceux qui ne sont pas habitués à faire des observations sur l'infini, que même si dans le cas du nombre n infini, les facteurs des quantités qui expriment les rapports 

 et 

, nr+n–1 etc. et ns–n+1 etc. valent autant que nr+n et ns–n, alors que les nombres 1, 2, 3 etc. des facteurs pris un à un s'évanouissent normalement, il peut cependant arriver que, pris tous ensemble ou bien considérés en soi, ils croissent à l'infini (à cause du nombre infini de facteurs) et qu'ainsi ils diminuent infiniment le rapport infiniment multiple du rapport 

 ou 

, c'est à dire qu'ils le rendent fini. Je ne puis mieux apaiser ce scrupule, que si je montre maintenant un mode d'assignation, en fait un nombre n fini, soit une puissance finie du binôme, dans laquelle la somme des termes entre les limites  L et  soit à la somme de ceux qui sont en dehors dans un rapport supérieur à un rapport donné ; il va de soi qu'après avoir montré cela l'objection s'écroule nécessairement d'elle-même ”. 


BERNOULLI ne souligne pas le fait important que la démonstration qu'il propose maintenant permet le calcul effectif du n en fonction des données.5.3.2 Reprise de la démonstration du lemme 4.
– Soit un nombre aussi grand que l'on veut, montrons que l'on peut prendre  n  assez grand pour que 

 > . Pour cela, reprenons d'abord l'expression du rapport 

  : 
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= 

, où chaque facteur est supérieur à 1. 


– L'idée consiste à minorer un certain nombre m maximal de facteurs par 

, les autres ne changeant pas, et obtenir le résultat 

> 

 dès que m est assez grand (c'est à dire : m ≥ 

, BERNOULLI utilise les logarithmes décimaux). Cette minoration est possible pour les  j  tels que 

, donc tels que  

 ≤ j ≤ n. 


– Le nombre de ces valeurs de  j  est  m = n+1 – 

 = 

, aussi grand que l'on veut quand r et s sont fixés. Ainsi, pour n assez grand, r et étant donnés, il existe une valeur : mL = 

 telle que si  m ≥ mL, on a : 

> 

. Pour cela, il faut prendre n au moins égal à la valeur  nL  telle que mL = nL + 1 – 

, ce qui donne : 

nL = mL + 

.

– On procède ensuite aux mêmes minorations pour les termes situés après M, en changeant s en r :
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= 

, 

où m facteurs sont minorés par 

, avec m = n+1 – 

 . Ainsi, pour n assez grand, s et  étant fixés, il existe une valeur minimale, m = 

, telle que si  m ≥ m, on a : 

> 

. Pour cela, il faut prendre n au moins égal à la valeur n telle que m = n + 1 – 

, ce qui donne : 

n = m + 


– Pour avoir toutes ces conditions, le nombre d'expériences à réaliser sera donc :

nt = sup (nLt, nt).

5.4 Démonstration du lemme 5


Dans le lemme 5, on compare la somme des termes compris entre L et  à celle des autres termes du développement de (r + s)nt. Pour cela, BERNOULLI introduit les notations : 


F = A(ns-1) désigne le terme précédant M,


P = A(ns-n-1) le terme précédant L, n termes avant F;


G = A(ns-2) ; Q = A(ns-n-2) ; H = A(ns-3) ; R = A(ns-n-3) ; ...; T = A(ns-2n) :


0
 ... 

 T

...
    R   Q  P   L

....
          H  G  F  M


|_______________|___________________|__|__|__|___________________|__|__|__|


– D'après la deuxième partie du lemme 3, avec j = n, on a : 

, 

, 

 etc. On en déduit : 

 < 

 < ... < 

 et par conséquent, par un calcul élémentaire, 

. 


– Ce dernier rapport s'écrit 

, il est donc supérieur à 

 dès que 

 l'est. Le dénominateur est la somme 

 des n termes qui précèdent L. 


– Comme (lemme 3) la fonction A(k) est croissante sur [0, ns], on a pour  i = 0, 1, ..., s–2, les  s–1  inégalités suivantes entre les sommes analogues additionnant les  A(k)  par paquets de n  termes : 
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 ≤ 

. D'où 

 ≤ (s - 1)

.


– Pour un  c  donné, aussi grand que l'on veut, posant   = (s – 1) c, r  et  s  étant fixés, on obtient pour  m  et  n  assez grands (n ≥ nL du lemme 4) :
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 ≥ 

 > 

 = c


On obtient de même, avec   = (r – 1) c  et  n ≥ n

 EMBED "Equation.3" \* mergeformat  

 ≥ 

 > 

 = c


– D'où, en ajoutant M au numérateur ce qui ne fait que renforcer l'inégalité : 
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 > c


Le numérateur est la somme des termes compris entre L et , le dénominateur est la somme de tous les autres. Le lemme 5 est ainsi démontré.

6 Application numérique 


La probabilité  p  (inconnue) étant fixée, pour une précision    et un nombre  c  donnés, il s'agit de déterminer le nombre  nt  d'expériences à réaliser pour que la fréquence de succès observée  Fnt  soit éloignée de  p  de moins de   avec une probabilité supérieure à 

.


BERNOULLI propose  p = 3/5,  = 0,02 et c = 1 000. Prenons donc t = 50, r = 30 et s = 20.


Le théorème montre que pour  n  assez grand, on a :

P(p -  < Fnt < p + ) > 

 = 0,999.


La démonstration du lemme 4 montre qu'il faut prendre  n ≥ sup (nL, n) , avec :

nL = mL + 

,  où  mL = 

  et   = c(s - 1) , et

n = m + 

 , où m = 

  et   = c(r - 1).


Numériquement, on obtient  = 19 000mL = 301 et nL = 495, ainsi que = 29 000m = 211 et n = 511. 


On aura donc  n ≥ 511  et le nombre d'expériences à réaliser sera : nt = 25 550.


Pour avoir une précision peu fameuse de 2 % sur la probabilité à estimer, il faut donc réaliser le nombre inaccessible de 25 550 expériences. On comprend la déception de BERNOULLI qui a laissé Ars Conjectandi inachevé, cherchant sans doute à améliorer ce résultat.


On voit que diviser  c  par 10 permet de diminuer  m  de 1/[log(s+1) - logs] = 47  et  nde 115, donc le nombre d'expérience de 115x50 = 5 750 (avec un calcul sans arrondis, BERNOULLI trouve 5 708). Il faut donc encore faire 19 800 expériences pour avoir une probabilité de 0,99 d'encadrer effectivement la valeur de  p. Cette situation étant additive, en acceptant une probabilité de  0,9  on aura à répéter plus de 14 000 expériences pour estimer la valeur de  p  par la fréquence observée.


Par contre, améliorer la précision  coûte plus cher : avec  = 0,01 (on obtient  p  à un centième près), t = 100  et  c = 1 000, le calcul numérique précédent donne nt = 109 500 expériences à réaliser, à comparer avec les 25 550 nécessaires pour encadrer  p  à deux centièmes près, soit environ 4 fois plus d'expériences pour diviser par deux la longueur de l'intervalle de "vraisemblance".

7 Démonstration moderne du théorème de Bernoulli 

7.1 Conséquence directe de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev


Pour démontrer plus simplement le théorème de Bernoulli, on peut s'inspirer de la démonstration classique utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (BT), ce qui ne suppose pas d'autres connaissances algébriques que celles qui étaient à la portée de Bernoulli, comme on le verra dans le paragraphe suivant. Mais l'encadrement obtenu de la probabilité p est beaucoup moins performant que ce que donne la démonstration de BERNOULLI, quant au nombre d'expériences à réaliser pour garantir cet encadrement avec une probabilité acceptable.


L'inégalité (BT) fait intervenir la notion de variance, inconnue de BERNOULLI. Elle s'applique à n'importe quelle loi de variable aléatoire dont la variance existe. On peut l'énoncer ainsi : P[ |X – E(X)| < ] ≥ 1 – 

. 


Quand X = Fn est la fréquence des succès de probabilité  p, observés dans un schéma binomial, on a  E(Fn) = p  et  Var (Fn) = 

. L’inégalité (BT) fournit alors une expression qui donne immédiatement le théorème de Bernoulli quand on fait tendre n vers l’infini :

P[ |Fn – p| < ] ≥ 1 – 

.

Cette inégalité montre donc la convergence en probabilité de  Fn  vers  p. Mais la généralité de (BT) la rend peu performante pour déterminer le nombre  n  minimum d'expériences à réaliser pour garantir l'encadrement de  p  avec une bonne probabilité. 


Avec les données numériques de BERNOULLI, prenons  p = 3/5, = 0,02  et la condition : 

P[ |Fn - p| <  ] ≥ 0,999. On obtient  n ≥ 600 000 au lieu des 25 550 expériences issues de la démonstration de BERNOULLI.

7.2 Une démonstration du théorème de Bernoulli suggérée par celle de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev


Le cadre d'espace probabilisé fini associé au schéma binomial permet une démonstration élémentaire de (BT), n'utilisant pas les propriétés de linéarité de l'intégrale abstraite de Lebesgue ou des séries infinies.


1- Partons d'abord du même résultat que Bernoulli donnant les probabilités binomiales.


Soit  Fn  la fréquence des succès de probabilité  p, obtenus en  n  épreuves de Bernoulli. 


On a pour k = 0, ..., n  : P(Fn = 

) = 

 pk (1 – p)n–k. 


Dans un premier temps, utilisons l'espérance et la variance de Fn bien connues aujourd'hui : E(Fn) = p  et  Var (Fn) = 

, résultats que nous justifierons ensuite.

Décomposons le calcul de la variance de Fn de la manière suivante : 
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Minorons le premier terme par  0  et les valeurs absolues du deuxième par  , on obtient :
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D'où 

 ≥ 

, et l'inégalité (BT) annoncée en prenant les événements contraires.


2- Il reste donc à calculer l'espérance et la variance de  Fn  en fonction de  p et  n. 


Par commodité, posons  q = 1–p. Par définition, E(Fn) =

. On obtient après simplifications : 

E(Fn) =

,

et Var (Fn) = 

=

.


Le calcul consiste à développer 

 sous la forme 

, et à utiliser la linéarité du ∑  afin d'obtenir pour le premier terme : 
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= 

= 

,

pour le deuxième : 

= 

, 

et pour le troisième :  p2

= p2 (p + q)n = p2.

On obtient donc au total : Var (Fn) = 

+ 

+ p2 = 

.


3- Conclusion : cette démonstration n'utilise que des outils de l'époque de BERNOULLI, à condition d'avoir dégagé la signification de E(Fn) et Var (Fn) pour conduire le calcul en séparant ce qui relève de l'inégalité (BT) de ce qui techniquement permet de les exprimer simplement. 


Le résultat obtenu est identique à celui qu'énonce BERNOULLI, mais on a vu ce que la minoration plus fine qu'il obtient permet pratiquement. 


L'approximation normale de la loi binomiale donne à son tour un résultat bien meilleur, puisque avec les données numériques de BERNOULLI, elle garantit l'encadrement de  p = 3/5  par [ Fn– 0,02 ; Fn+ 0,02 ], avec une probabilité de  0,999  dès que  n ≥ 6 534. 


Ce résultat est obtenu à partir du théorème de Moivre (dont l'énoncé fut revendiqué par la famille Bernoulli). Sachant que la loi de Fn est approximativement N (p, 

), on a :

P(| Fn – p | < 0,02) = P(|U| < 

) = 0,999

où U est une variable normale centrée réduite. 


On lit dans une table de cette loi la valeur de  u  telle que P(U < u) = 0,9995 : u = 3,3 ; il faut donc que  n  soit au moins tel que : 

 = 3,3. D'où : n ≥ 

 = 6 534. 
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