Du hasard aux probabilités : 
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Je dis souvent : « sans hasard il n’y a pas de probabilité ». C’est donc fort justement que le titre retenu pour ce colloque est : « Le Hasard », avec pour objectifs de réfléchir aux fondements des probabilités et de cerner leurs applications à la statistique en vue de mieux en situer les enjeux pour l’enseignement.

Le titre de mon exposé d’ouverture m’apparaît bien trop ambitieux, d’autant que plusieurs interventions présenteront des applications contemporaines. Je ne saurai les déflorer par un survol superficiel. Je me limiterai donc à un regard historique sur les origines de la notion de probabilité, de sa dualité fondamentale si bien décrite par Jacques Bernoulli à la fin du 17ème siècle dans son chef d’œuvre Ars Conjectandi. Le théorème de Bernoulli qui justifie l’estimation d’une probabilité par une fréquence observée, ouvre la voie royale conduisant aux performances de l’outil statistique, voie jalonnée par deux grands théorèmes : la loi des grands nombres et le théorème limite central que j’évoquerai brièvement. Mais si cette dualité, remarquablement analysée dans le livre de Ian HACKING L’émergence de la probabilité, a longtemps sous-tendu le débat entre objectivistes et subjectivistes, elle reçoit aujourd’hui un éclairage efficace quand on se place du point de vue de la modélisation. C’est la tendance actuelle des programmes de l’enseignement secondaire qui font une large place à l’expérimentation numérique pour mieux situer le rôle des modèles théoriques. J’en dirai quelques mots pour conclure.

Pour mieux correspondre au thème du colloque, mon exposé aurait pu être intitulé : « Du hasard apprivoisé au hasard quantifié ». Peut-on vraiment maîtriser le hasard ? Certains charlatans – et ils sont nombreux – le prétendent diaboliquement : « vous gagnerez à coup sûr une véritable fortune au loto français » m’a-t-on garanti. Cet abus commercial justifie pleinement que l’on consacre, dès le collège, un certain temps pour travailler sur la notion de hasard à partir de différentes conceptions qui se sont exprimées dans l’Histoire. Je vous livre pour commencer quelques extraits.

I – Hasard et/ou déterminisme, la question de la causalité

Il n’est pas question ici de faire une étude approfondie. La littérature est très abondante et je renvoie à la bibliographie. Donnons seulement quelques éléments
. 

1 – Chez les Anciens

Citons d’abord Démocrite, vers 460 avant J.C., qui inspira sans doute le titre de l’ouvrage de Jacques Monod : « Tout ce qui existe dans l'Univers est fruit du Hasard et de la Nécessité »
.

La notion de hasard se dégage assez lentement de l'étude de la causalité et est définie par Aristote comme 

« une cause accidentelle d'effets accessoires révélant l'apparence de la finalité ». 

C’est la rencontre de séries causales indépendantes, que nous pouvons classer comme une approche objective de cette notion
 :

« Un premier point évident, c'est que, parmi les choses, les unes étant éternellement d'une manière uniforme et les autres étant d'une certaine façon dans la pluralité des cas, le hasard ni rien de ce qui vient du hasard, ne peut du tout être la cause ni des unes ni des autres. (...) Ainsi, les causes qui produisent les effets du hasard sont nécessairement indéterminées (...) ». 

Mais Aristote précise que le hasard n’est présent que dans la mesure où on a intérêt à le remarquer
.

2 – La pensée déterministe

La nécessité d’une cause première est à la source de la pensée déterministe. Jacques Bernoulli l’interprète ainsi dans Ars Conjectandi (1713)
 :

«Tout ce qui bénéficie sous le soleil de l'être ou du devenir, passé, présent ou futur, possède toujours en soi et objectivement une certitude totale. C'est évident du présent et du passé, ce qui est ou a été ne peut pas ne pas être ou avoir été. Sur le futur il n'y a pas à discuter ; cependant ce n'est pas par la nécessité de quelque destin qu'il ne peut pas ne pas advenir, mais en raison soit de la prescience soit de la prédétermination divine ; car si n’arrivait pas avec certitude tout ce qui est futur, on ne voit pas comment le Créateur suprême pourrait conserver entière la gloire de  son  omniscience  et de son omnipotence. Quant à dire comment cette certitude de l'avenir peut subsister avec la contingence ou la liberté des causes secondes, que d'autres en disputent ; pour nous, nous ne voulons pas toucher aux points étrangers au but que nous visons. »
Cette question du hasard et de la contingence fait l’objet de la réflexion de Denis Diderot, qui ouvre son roman philosophique Jacques le fataliste (1796)
 par ces questions : 

« Comment s'étaient-ils rencontrés ? Par hasard, comme tout le monde. 

Comment s'appelaient-ils ? que vous importe ? 

D'où venaient-ils ? Du lieu le plus prochain. 

Où allaient-ils ? Est-ce que l'on sait où l'on va ? 

Que disaient-ils ? Le maître ne disait rien ; et Jacques disait que son capitaine disait que tout ce qui nous arrive de bien et de mal ici-bas était écrit là-haut ».
Il reviendra à Pierre Simon Laplace d’expliciter un déterminisme que l’on peut qualifier d’absolu
 :

« Tous les événements, ceux mêmes qui par leur petitesse semblent ne pas tenir aux grandes lois de la nature, en sont une suite aussi nécessaire que les révolutions du soleil. 

Dans l'ignorance des liens qui les unissent au système entier de l'univers, on les a fait dépendre des causes finales, ou du hasard, suivant qu'ils arrivaient et se succédaient avec régularité, ou sans ordre apparent … Les événements actuels ont avec les précédents une liaison fondée sur le principe évident, qu'une chose ne peut pas commencer d'être, sans une cause qui la produise. Cet axiome, connu sous le nom de principe de la raison suffisante, s'étend aux actions mêmes que l'on juge indifférentes… Nous devons donc envisager l'état présent de l'univers comme l'effet de son état antérieur, et comme la cause de celui qui va suivre ».
Une recherche de définition du hasard repose d'abord sur l'affirmation de la validité universelle du principe de causalité, comme l’affirme Antoine Augustin Cournot
 en 1843 : 

« Aucun phénomène ou événement n'est produit sans cause: c'est là le principe souverain et régulateur de la raison humaine, dans l'investigation des faits réels… ».

Puis Cournot reprend le point de vue d’Aristote : 

« Les événements amenés par la combinaison ou la rencontre de phénomènes qui appartiennent à des séries indépendantes, dans l'ordre de la causalité, sont ce qu'on nomme des événements fortuits ou des résultats du hasard » .

3 – Phénomènes sensibles et/ou hasard pur

Mais, avec Henri Poincaré, le 20ème siècle apporte un point de vue nouveau et efficace. Poincaré met d’abord en doute l’interprétation de Laplace
 : 

« Il faut donc bien que le hasard soit autre chose que le nom que nous donnons à notre ignorance », 

puis propose cette définition :

« Une cause très petite, qui nous échappe, détermine un effet considérable que nous ne pouvons pas ne pas voir, et alors nous disons que cet effet est dû au hasard… Si nous connaissions exactement les lois de la nature et la situation de l'univers à l'instant initial, nous pourrions prédire exactement la situation de ce même univers à un instant ultérieur. Mais, lors même que les lois naturelles n'auraient plus de secret pour nous, nous ne pourrions connaître la situation qu'approximativement... il peut arriver que de petites différences dans les conditions initiales en engendrent de très grandes dans les phénomènes finaux.... La prédiction devient impossible et nous avons le phénomène fortuit ».

La querelle du déterminisme, relancée par les incertitudes fondamentales de la physique quantique, est loin d’être close. Certains se positionnent vigoureusement, comme René Thom dans sa Préface à l’Essai philosophique sur les probabilités de Laplace (ouv.cité) :

« En science, l'aléatoire pur, c'est le processus markovien, où toute trace du passé s'abolit dans la genèse du nouveau coup ; à chaque épreuve se réitère le « big bang » créateur. L'aléatoire pur exige un fait sans cause, c'est-à-dire un commencement absolu. Or dans l'histoire de notre représentation du réel, il n'y a d'autre exemple de commencement absolu que celui de la Création. Si l'on veut faire de l'aléatoire, du stochastique, un objet de science, il faut soumettre cet arbitraire créateur à des contraintes, des lois... Usuellement - Einstein dixit - Dieu joue aux dés, avec des dés non pipés. Dans ce conflit : déterminisme - hasard, la science est déterministe - pour raison de principe : la science vise à la constitution d'un savoir à validité permanente, sur lequel le temps n'a plus de prise. La science recrée la permanence derrière les apparences du changement ; elle ne peut décrire que l'asymptotique, le réversible, l'immanent ».

Citons pour terminer le point de vue de Jacques Harthong
 :

 « La phrase célèbre de Laplace est le manifeste du déterminisme, rien n'est aléatoire, tout est rigoureusement déterminé, mais souvent le développement déterministe d'un processus est tellement chaotique que nous ne pouvons rien calculer et que seules des probabilités peuvent être calculées… L’affirmation de Laplace n'a jamais été démentie depuis, puisque là où elle pourrait l'être nous sommes ignorants. Avec la Mécanique quantique, nous ne savons pas d'où provient le hasard qu'elle postule… Mais pourquoi le déterminisme serait-il moins mystérieux que le hasard ?

Aujourd'hui on appelle chaos déterministe le mécanisme par lequel, comme l'entendait Laplace, le déterminisme se transforme en hasard. Mais il faut aussitôt ajouter que le déterminisme aussi peut être l'effet du hasard, par l'intermédiaire de la loi des grands nombres. De sorte que, du déterminisme ou du hasard, chacun peut être la cause première de l'autre ».

Qu’en conclure ? L’idée de hasard ne se laisse pas enfermer dans une définition. Rencontre de causes indépendantes ? Fruit de la contingence ? Reflet de notre ignorance ? Sensibilité d’un système ? Indéterminisme fondamental ? Un même concept peut-il englober tout cela ?

Cependant, la maîtrise du hasard s’exprime par la probabilité. Mais celle-ci a-t-elle un sens pour un événement unique ? Le hasard quantifiable est repérable par ses effets et reproductible. Harthong l’identifie à l’équiprobabilité, choix aveugle entre différentes issues autant possibles les unes que les autres (ouv. cité) : 

« la caractéristique du pur hasard est l’équiprobabilité… on ne parlera de hasard que si la fréquence est distribuée uniformément, car c’est là même le sens du mot hasard ».

Pour Andrei Kolmogorov
, 

« le concept même de la probabilité mathématique serait sans utilité s’il ne trouvait sa concrétisation dans la fréquence de l’événement ». 

La loi des grands nombres fait le lien quand on peut répéter une même expérience aléatoire. Plutôt que le « hasard », la probabilité quantifie le « choix au hasard » dans une population et devient opératoire quand ce choix peut être reproduit dans des conditions identiques. Nous allons voir dans quelles conditions l’idée de probabilité émerge historiquement en se libérant des tabous métaphysiques qui interdisaient de spéculer sur l’avenir, entièrement dévolu au Créateur Suprême qu’invoquait Bernoulli.

II – De la naissance des probabilités aux premières définitions

Leibniz prête à Pascal et Fermat l’invention de la probabilité
 et cette affirmation, relayée par Laplace et Poisson
, sera reprise par les commentateurs jusqu’à nos jours. Y a-t-il eu auparavant d’autres tentatives pour aller au-delà des exercices de divinations antiques qui exploitaient plus ou moins des « générateurs de hasard » comme les astragales ? Les jeux de hasard sont aussi vieux que la civilisation : on jouait aussi avec les mêmes dés que nous à Babylone, le jeu de Sénet des égyptiens n’avait rien à envier à notre jeu de l’oie. Les jeux de hasard étaient si répandus et ruineux dans la Rome antique qu’ils furent interdits. Cependant, l’idée d’un avenir totalement incertain ne permettait pas aux joueurs de théoriser leurs observations fréquentistes. 

1 – De la combinatoire dans un poème médiéval

On peut pourtant déceler dans un ancien poème du moyen âge une première exploitation d’une combinatoire sur les issues possibles pour conseiller les joueurs. Il s’agit de De Vetula, relatant les aventures d’Ovide
. Ce poème daté d’environ 1250, est attribué à Richard de Fournival (1201 - 1260), chancelier du chapitre de la cathédrale Notre-Dame d’Amiens. Dans l’extrait qui suit
, le poème décrit un jeu de dé : on lance trois dés et on compte la somme des points obtenus. Pour chaque total considéré, le poème dénombre les différentes configurations observables et les associe aux possibilités de les obtenir.

« Peut-être cependant diras-tu que certains l’emportent sur d'autres

Parmi les nombres possibles pour les joueurs, pour la raison que

Puisque le dé a six faces et six nombres

Simples, sur trois dés il y en a dix-huit,

Dont trois seulement peuvent se présenter sur les dés.

Ces nombres varient de diverses manières, et de là

Naissent deux fois huit nombres composés, qui cependant ne sont pas d’égale

Force, puisque les plus grands  et les plus petits

D’entre eux viennent rarement, et les moyens fréquemment.

Et plus tous les autres se rapprochent autant que l'on veut des moyens,

Meilleurs ils sont et plus souvent ils se présentent.

…………………………………………………………

Ce qui te sera rendu plus facile par le tableau ci-dessous : 
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	6,6,4
	6,55
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	6,6,3
	6,5,4
	5,5,5
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	6,6,2
	6,5,3
	6,4,4
	5,5,4
	
	
	14

	6,6,1
	6,5,2
	6,4,3
	5,5,3
	4,4,5
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	6,5,1
	6,4,2
	6,3,3
	5,5,2
	5,4,3
	4,4,4
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	6,4,1
	6,3,2
	5,5,1
	5,4,2
	5,3,3
	4,4,3
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	6,3,1
	6,2,2
	5,4,1
	5,3,2
	4,4,2
	4,3,3
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	6,2,1
	5,3,1
	5,2,2
	4,4,1
	4,3,2
	3,3,3
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	6,1,1
	5,2,1
	4,3,1
	4,2,2
	3,3,2
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	5,1,1
	4,2,1
	3,3,1
	2,2,3
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	4,1,1
	3,2,1
	2,2,2
	
	
	
	6

	3,1,1
	2,2,1
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	2,1,1
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	1,1,1
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Telles sont pour les nombres les cinquante-six manières de sortir,

…………………………………………………………

La permutation des configurations des points le montre. Et c'est ainsi

Que de cinquante-six manières ils se différentient

En ce qui concerne les configurations des points ; et ces configurations, en deux cent

Seize manières de tomber, lesquelles ayant été réparties entre

Les nombres composés possibles pour les joueurs,

Selon qu'elles doivent être distribuées entre eux,

Tu connaîtras pleinement quelle valeur peut avoir 

L'un quelconque d’entre eux, ou quelle perte.

C'est ce que le tableau ci-dessous peut te montrer :

Combien de configurations des points 

 et combien de manières de tomber

possède l’un quelconque des nombres composés :
	sommes : 3 ou 18
	configurations des points : 1
	manières de tomber : 1

	sommes : 4 ou 17
	configurations des points : 1
	manière de tomber : 3

	sommes : 5 ou 16
	configurations des points : 2
	manière de tomber : 6

	sommes : 6 ou 15
	configurations des points : 3
	manière de tomber : 10

	sommes : 7 ou 14
	configurations des points : 4
	manière de tomber : 15

	sommes : 8 ou 13
	configurations des points : 5
	manière de tomber : 21

	sommes : 9 ou 12
	configurations des points : 6
	manière de tomber : 25

	sommes : 10 ou 11
	configurations des points : 6
	manière de tomber : 27


Total des chances des configurations de points : 108.

Ce problème est exactement celui qui avait été soumis à Galilée vers 1620 par le Grand Duc de Toscane : pourquoi la pratique des joueurs indique qu’il est plus favorable de parier (27 contre 25) sur un total de points de 10 ou 11 plutôt que 9 ou 12, alors qu’on obtient chacune de ces 4 sommes avec autant de configurations (6) ? Il est remarquable de constater que le dénombrement explicité (en vers) dans De Vetula suit la même démarche que la démonstration de Galilée 4 siècles après. Galilée conclut son étude (qui ne sera publiée qu’en 1718) par la recommandation
 : 

« Et à partir de cette table, toute personne qui s'entend au jeu pourra mesurer très exactement tous les avantages, pour minimes qu'ils soient, des parties de dés, des tournois et de toute autre règle particulière que l'on observe dans le jeu ». 

En proposant aux joueurs de « mesurer » leurs chances de gagner, Galilée est à deux doigts de concevoir la probabilité, sans doute encore inexprimable. 

Déjà Jérôme Cardan avait fait les calculs de combinatoire pour certains jeux de dés afin de conseiller les joueurs. Mais son livre Liber de ludo aleae, écrit entre 1526 et 1560, ne fut publié qu’en 1663
. Ces précurseurs, en pensant contrôler les hasards des jeux futurs, faisaient preuve de hardiesse dans les idées. Mais, et ce n’est pas par hasard, elles n’ont pas été publiées de leur vivant. C’est un autre problème qui va être à la source de la fameuse correspondance de 1654 entre Pascal et Fermat, acte de naissance de la pensée probabiliste, comme le souligne Laplace dans l’essai philosophique
 :

« Depuis longtemps on a déterminé dans les jeux les plus simples les rapports des chances favorables ou contraires aux joueurs les enjeux et les paris étaient réglés d'après ces rapports. Mais personne, avant Pascal et Fermat, n'avait donné des principes et des méthodes pour soumettre cet objet au calcul, et n'avait résolu des questions de ce genre un peu compliquées. C'est donc à ces deux grands géomètres qu'il faut rapporter les premiers éléments de la science des probabilités ».

2 – Le problème des partis

D’après J. F. Pichard (ouv. cité), on trouve sa trace dans certains manuscrits arabes antérieurs au 14ème siècle. Luca Pacioli le pose ainsi en 1494 dans la Summa de arithmetica geometria proportioni et proportionalita :

« Une brigade joue à la paume. Il faut 60 pour gagner et chaque coup vaut 10. L’enjeu est de 10 ducats. Un incident survient qui force les soldats à interrompre la partie commencée, alors que le premier camp a gagné 50 et le second 20. On demande quelle part de l’enjeu revient à chaque camp ».

Pacioli propose de le répartir proportionnellement aux nombres des parties déjà gagnées par les uns et les autres, ce que Cardan critiquera en indiquant qu’il faut tenir compte du nombre de parties qui pourraient être encore jouées
.

C’est dans la lettre de Pascal à Fermat de juillet 1654 que ce problème est résolu
. C’est un jeu de « pile ou face », le gagnant est celui qui atteint le premier le nombre de parties convenu. La méthode de pascal est originale. Elle fait appel à l’idée d’espérance de gain. Pascal l’expose très clairement :

« Voici à peu près comme je fais pour savoir la valeur de chacune des parties, quand deux joueurs jouent, par exemple, en trois parties, et chacun a mis 32 pistoles au jeu :

Posons que le premier en ait deux et l'autre une ; ils jouent maintenant une partie, dont le sort est tel que, si le premier la gagne, il gagne tout l'argent qui est au jeu, savoir, 64 pistoles ; si l'autre la gagne, ils sont deux parties à deux parties, et par conséquent, s'ils veulent se séparer, il faut qu'ils retirent chacun leur mise, savoir, chacun 32 pistoles.

Considérez donc, Monsieur, que si le premier gagne, il lui appartient 64 ; s'il perd, il lui appartient 32. Donc s'ils veulent ne point hasarder cette partie et se séparer sans la jouer, le premier doit dire : « Je suis sûr d'avoir 32 pistoles, car la perte même me les donne ; mais pour les 32 autres, peut-être je les aurai, peut-être vous les aurez ; le hasard est égal ; partageons donc ces 32 pistoles par la moitié et me donnez, outre cela, mes 32 qui me sont sûres ». Il aura donc 48 pistoles et l'autre 16 ».

La démarche de Fermat est bien différente. Il imagine que le jeu continue par des « parties feintes » pour atteindre le nombre de lancers nécessaires pour déterminer un gagnant. Il dénombre alors les suites possibles de résultats favorables à l’un et à l’autre et répartit l’enjeu proportionnellement. Il explique ainsi ce procédé :

« cette fiction d'étendre le jeu à un certain nombre de parties, ne sert qu’à faciliter la règle, et (suivant mon sentiment) à rendre tous les hasards égaux, ou bien, plus intelligiblement, à réduire toutes les fractions à une même dénomination ».

Puis, traitant le cas de trois joueurs jouant en trois parties gagnantes, le premier ayant acquis 2 parties et les deux autres une seule, considérant que le jeu sera fini en au plus 3 parties, il livre ce premier calcul de probabilités :

« Mais parce que M. <de> Roberval sera peut-être bien aise de voir une solution sans rien feindre, et qu'elle peut quelquefois produire des abrégés en beaucoup de cas, la voici en l'exemple proposé : le premier peut gagner, ou en une seule partie, ou en deux, ou en trois.

Sil gagne en une seule partie, il faut qu'avec un dé qui a trois faces il rencontre la favorable du coup. Un seul dé produit 3 hasards ; ce joueur a donc pour lui 1/3 des hasards, lorsqu'on ne joue qu'une partie. 

 Si on en joue deux, il peut gagner de deux façons, ou lorsque le second joueur gagne la première et lui la seconde, ou lorsque le troisième gagne la première et lui la seconde. Or, deux dés produisent 9 hasards : ce joueur a donc pour lui 2/9 des hasards lorsqu'on joue deux parties. 

Si on en joue trois, il ne peut gagner que de deux façons, ou lorsque le second gagne la première, le troisième la seconde et lui la troisième, ou lorsque le troisième gagne la première, le second la seconde, et lui la troisième ; car, si le second ou le troisième joueur gagnait les deux premières, il gagnerait le jeu, et non pas le premier joueur. Or, trois dés ont 27 hasards ; donc ce premier joueur a 2/27 de hasards lorsqu'on joue trois parties.

La somme des hasards qui font gagner ce premier joueur, est par conséquent 1/3, 2/9 et 2/27 ce qui fait en tout 17/27 »,

et il conclut :

« Et la règle est bonne et générale en tous les cas ; de sorte que, sans recourir à la feinte, les combinaisons véritables en chaque nombre des parties portent leur solution, et font voir ce que j'ai dit au commencement, que l'extension à un certain nombre de parties n'est autre chose que la réduction de diverses fractions à une même dénomination ».

Pascal réalisant l’ampleur de la découverte, en fait part en novembre 1654 à l’Académie Parisienne de Mathématiques et conclut son adresse par cette expression restée célèbre :

« … par l'union ainsi réalisée entre les démonstrations des mathématiques et l'incertitude du hasard, et par la conciliation entre les contraires apparents, elle peut tirer son nom de part et d'autre et s'arroger à bon droit ce titre étonnant : Géométrie du hasard ».

3 – Premières définitions

Pascal ayant déclaré forfait, c’est Christiaan Huygens qui publie peu après, en 1657, le premier opuscule introduisant à ce nouveau calcul
. Le concept de probabilité n’est pas dégagé comme primitif, sinon dans cette déclaration :

« Quoique dans les jeux de hasard pur les résultats soient incertains, la chance qu’un joueur a de gagner ou de perdre a cependant une valeur déterminée ». 

Fidèle à Pascal, Huygens lui préfère celui d’espérance mathématique comme source du nouveau calcul :

« Avoir p chances d’obtenir a et q chances d’obtenir b, les chances étant équivalentes, me vaut 
[image: image1.wmf] ».

Le mot de probabilité est encore absent. Il apparaît en 1662 dans La logique ou l’art de penser D’Antoine Arnauld et Pierre Nicole
, amis de Pascal :

« … il ne faut pas seulement considérer le bien et le mal en soi, mais aussi la probabilité qu'il arrive ou n'arrive pas, et regarder géométriquement la proportion que toutes ces choses ont ensemble, ce qui peut être éclairci par cet exemple. 

Il y a des jeux où dix personnes mettant chacune un écu, il n'y en a qu'une qui gagne le tout, et toutes les autres perdent ; ainsi chacun des joueurs n'est au hasard que de perdre un écu, et peut en gagner neuf… Ainsi, chacun a pour soi neuf écus à espérer, un écu à perdre, neuf degrés de probabilité de perdre un écu, et un seul de gagner les neuf écus ; ce qui met la chose dans une parfaite égalité ».

Leibniz soulignera l’importance de poursuivre les travaux en probabilités
 :

« J'ai dit plus d'une fois qu 'il faudrait une nouvelle espèce de logique, qui traiterait des degrés de probabilité. Il serait bon que celui qui voudrait traiter cette matière poursuivît l'examen des jeux de hasard ; et généralement je souhaiterais qu'un habile mathématicien voulût faire un ample ouvrage bien circonstancié et bien raisonné sur toute sorte de jeux, ce serait de grand usage pour perfectionner l'art d'inventer, l’esprit humain paraissant mieux dans les jeux que dans les matières plus sérieuses ».

La notion de probabilité s’est considérablement précisée durant les 20 dernières années du 17ème siècle pendant lesquelles Bernoulli travaillait à son œuvre majeure. On trouve une des premières définitions explicites dans l’Essay d’analyse sur les jeux de hasard, publié en 1708 par Pierre Raymond de Montmort :

« Le sort de Pierre est le rapport de tous les coups qui lui sont favorables au nombre de tous les coups possibles. … Dans une gageure égale, les mises des deux joueurs doivent avoir le même rapport que les divers degrés de probabilité ou d’espérance que chacun des joueurs a de gagner ».

Ce point de vue, repris tout au long du 18ème siècle jusqu’à son adoption par Pierre Simon Laplace comme premier principe de sa Théorie analytique des probabilités (1812), sera érigé en définition par Abraham De Moivre (1667-1754), poursuivant l’œuvre de Bernoulli dans The doctrine of chances (1718) :

« Ainsi, si on considère une fraction dont le numérateur est le nombre des chances qui peuvent réaliser un événement, et dont le dénominateur est le nombre de toutes les chances qui peuvent ou non le réaliser, cette fraction sera une véritable définition de sa probabilité ».

Mais au-delà de cette définition opératoire, quel sens donner à la probabilité ? Jacques Bernoulli répond dans Ars Conjectandi :

« La probabilité est en effet un degré de la certitude et en diffère comme la partie diffère du tout ».

Le concept de base est donc en place ainsi que la nécessité de relier ce degré de la certitude, calculable a priori par le rapport des coups qui sont favorables au nombre de tous les coups possibles quand tous ces coups sont d’égale facilité, avec la perception des chances de gagner qu’expriment les joueurs à partir des fréquences de succès dont ils observent la relative invariance au fil de leurs expériences. Cette « double manière de rechercher les nombres de cas » fait donc l’objet de l’étude de Bernoulli et aboutit à son théorème qui ponctue les 240 pages d’une œuvre magistrale. Elle mérite qu’on s’y attarde un instant.

III – L’Art de conjecturer

Ars Conjectandi, a été publié en 1713 par Nicolas Bernoulli, neveu de Jacques. Fruit de 20 ans de travail, elle est composée de quatre parties. La première partie est une analyse critique du traité de Huygens De ratiociniis in aleae ludo, Bernoulli y résout les 5 problèmes laissés ouverts. La seconde partie d’Ars Conjectandi contient la « Doctrine des Permutations et des Combinaisons », la troisième partie explique « l’emploi de la doctrine précédente dans les sorts variés et les jeux de dés ». C’est dans la quatrième partie, traitant de « l’usage et l’application de la doctrine précédente aux affaires civiles, morales et économiques » que Bernoulli expose ses vues sur les probabilités et démontre pour terminer le théorème qui porte son nom.

L’enchaînement des 4 premiers chapitre de cette dernière partie éclaire bien le contexte conceptuel de la démonstration donnée dans le cinquième.

Chapitre I : Préliminaires : la certitude, la probabilité, la nécessité, la contingence. Après sa déclaration déterministe, Bernoulli donne les premières définitions, dont celle de la probabilité comme degré de la certitude.

Chapitre II : Science et conjecture. L’art de conjecturer. Les arguments des conjectures. Axiomes généraux touchant ces points. Retenons cette autre définition :

« Conjecturer quelque chose, c’est mesurer sa probabilité : ainsi l’art de conjecturer ou la stochastique se définit pour nous comme l’art de mesurer aussi exactement que possible les probabilités des choses… ».

Chapitre III : Les divers espèces d’arguments, et comment estimer leur poids pour supputer les probabilités. Bernoulli y adopte la définition a priori de la probabilité dans les situations d’équiprobabilité :

« Posons que le nombre des cas, dans lesquels un argument quelconque peut exister est b ; le nombre de ceux dans lesquels il peut arriver qu’il n’existe pas est c, (…). Or je pose que tous les cas sont également possibles, ou qu’ils peuvent survenir avec une égale facilité ; (…) en sorte qu’un tel argument prouve 

 de la chose ou de la certitude de la chose ».

Chapitre IV : La double manière de chercher les nombres de cas. Ce qu’il faut penser de celui qui est établi par des expériences. C’est le nœud de l’ouvrage. L’argument qui amène Bernoulli à proposer une estimation fréquentiste de la probabilité est présenté en peu de phrases d’une étonnante clarté :

« On en est ainsi venu à ce point que pour former selon les règles des conjectures sur n’importe quelle chose, il est seulement requis d’une part que les nombres de cas soient soigneusement déterminés, et d’autre part que soit défini combien les uns peuvent arriver plus facilement que les autres. Mais c’est ici enfin que surgit une difficulté, nous semble-t-il : cela peut se voir à peine dans quelques très rares cas et ne se produit presque pas en dehors des jeux de hasard que leurs premiers inventeurs ont pris soin d’organiser en vue de se ménager l’équité.

(…) Mais qui donc parmi les mortels définira par exemple le nombre de maladies, (…) qui encore recensera les cas innombrables des changements auxquels l’air est soumis chaque jour. (…) Il serait donc absolument d’un insensé de vouloir connaître quelque chose de cette matière. 

(…) Mais à la vérité ici s’offre à nous un autre chemin pour obtenir ce que nous cherchons. Ce qu’il n’est pas donné d’obtenir a priori l’est du moins a posteriori, c’est-à-dire qu’il sera possible de l’extraire en observant l’issue de nombreux exemples semblables, car on doit présumer que, par la suite, chaque fait peut arriver et ne pas arriver dans le même nombre de cas qu'il avait été constaté auparavant, dans un état de choses semblables, qu'il arrivait ou n'arrivait pas ».

Cette affirmation découle du théorème que Bernoulli va démontrer au chapitre V, dont il donne l’énoncé suivant :

« On peut concevoir des expériences en un nombre tel qu’il soit plus vraisemblable d’autant de fois que l’on veut que le nombre des observations fertiles soit au nombre de toutes les observations dans un rapport ni plus grand que 
[image: image2.wmf], ni plus petit que 
[image: image3.wmf] ». 

Dans la démonstration, r désigne le nombre des boules de l’urne de Bernoulli représentant les cas fertiles, et t le nombre total de boules, aussi grand que l’on veut. On peut traduire en langage moderne cet énoncé ainsi : 

A la seule condition de répéter un nombre de fois suffisamment grand une même expérience aléatoire, il y a une probabilité aussi voisine de 1 que l’on veut (niveau de confiance 1– () que la fréquence F des issues réalisant un événement donné soit plus proche que tout ( = 
[image: image4.wmf] (précision de l’approximation) de la probabilité p = 
[image: image5.wmf] de cet événement. 

Cette fréquence observée F peut donc être prise pour estimer cette probabilité p et cet énoncé explicite la condition de confiance :

P(F –  ( < p < F + () > 1– (
IV – De Laplace à Kolmogorov, la mathématisation

1 – Avancées et hésitations au 18ème siècle

La question qui restait et que Bernoulli n’a pas pu élucider, était d’optimiser le nombre d’expériences nécessaires pour estimer une probabilité. Dans l’application numérique peu exigeante que Bernoulli s’était donnée, (p = 2/5, t = 50 donc ( = 2% et ( = 0,001), il obtenait son résultat avec 25 550 expériences. Moivre réalisa cet exploit par un calcul d’une grande complexité qui, utilisant la formule de Stirling, donne une approximation fine des probabilités binomiales intervenant dans la loi de la fréquence F. Laplace en tirera un des grands théorèmes de sa théorie analytique. Le théorème de Moivre-Laplace permet de donner un équivalent à la probabilité P(F – ( < p < F + () et donc de calculer le meilleur nombre possible d’expériences à réaliser pour une précision ( et un niveau de confiance  1– ( donnés. C’est ainsi qu’avec une précision de 3% et un niveau de confiance de 0,95, les sondages simples d’aujourd’hui peuvent estimer une probabilité à partir d’échantillons de taille 1 000 environ. De même que le théorème de Bernoulli annonçait la loi des grands nombres, ce théorème de Moivre-Laplace fut le précurseur du théorème limite central
 établi en 1898 par Markov.

Le 18ème siècle a donc apporté une réponse admirable au problème de Bernoulli. 

Le concept de probabilité s’est grandement enrichi. En 1733, Buffon invente les probabilités géométriques avec le jeu du Franc-carreau et son problème de l’aiguille
. Son point de vue pose une redoutable question : quel lien peut-il y avoir entre la probabilité qu’un point aléatoire appartienne à l’infinité des points d’un domaine géométrique et la réduction nécessaire des événements à un système de cas équiprobables ? L’infini en probabilités peut-il faire bon ménage avec cette conception cardinaliste ? On sait que Bertrand le réfutera encore en 1899 avec son fameux paradoxe
. 

La considération de probabilités conditionnelles semble renforcer le point de vue subjectiviste : selon les informations détenues par les observateurs, ceux-ci ne donneront pas les mêmes valeurs aux probabilités des événements qu’ils attendent d’une même expérience aléatoire ? La formule de Bayes conduit à considérer les probabilités des causes d’un événement observé, alors que la cause déterminante de celui-ci n’est pas le fruit du hasard
 !

D’Alembert posera dans l’Encyclopédie (article « croix ou pile ») la question de la justification du choix d’une probabilité adéquate pour représenter une situation aléatoire réelle
. Il écrit ensuite dans l’article Probabilité :

« … si nous n’en connaissons qu’une partie [de la vérité], nous n’avons alors qu’une simple probabilité, qui a d’autant plus de vraisemblance, que nous sommes assurés d’un plus grand nombre de conditions. Ce sont elles qui forment les degrés de probabilité, dont une juste estime & une exacte mesure seraient le comble de la sagacité & de la prudence ».

Condorcet devra rappeler en 1805 dans ses Élémens du calcul des probabilités que :

« Le calcul des probabilités a pour objet les faits dont la réalité est inconnue. On cherche d’abord à déterminer le nombre de tous les événements également possibles, et il est absolument nécessaire de remonter à ceux auxquels il est permis de supposer cette égale possibilité, sans quoi le calcul deviendrait absolument hypothétique ».
2 – L’œuvre de Laplace
Ces hésitations sur les fondements conduiront Laplace à rassembler les connaissances accumulées et les développer en une Théorie analytique
 fondée sur des principes axiomatiques énoncés rigoureusement dans l’Essai philosophique sur les probabilités, qu’il place en introduction
. Peut-on dire que Laplace joua en probabilités le rôle qu’Euclide a joué en géométrie et en arithmétique ? Il n’est pas possible de rendre compte ici de l’ensemble de la Théorie analytique et je m’en tiendrai à son approche de la dualité probabiliste. 

Pour Laplace, un exposé théorique ne peut fonder la probabilité sur une approche heuristique. Il écarte l’option fréquentiste pour s’en tenir à la définition donnée par Moivre :

« La théorie des hasards consiste à réduire tous les événements du même genre à un certain nombre de cas également possibles, c'est-à-dire tels que nous soyons également indécis sur leur existence, et à déterminer le nombre de cas favorables à l'événement dont on cherche la probabilité. Le rapport de ce nombre à celui de tous les cas possibles est la mesure de cette probabilité qui n'est ainsi qu'une fraction, dont le numérateur est le nombre des cas favorables et dont le dénominateur est le nombre de tous les cas possibles » (Essai, ouv. cité, p. 35).

Il place cette définition en premier principe, mais ajoute une remarque laissant la porte ouverte à l’estimation statistique :

« Mais cela suppose les divers cas également possibles. S'ils ne le sont pas, on déterminera d'abord leurs possibilités respectives dont la juste appréciation est un des points les plus délicats de la théorie des hasards. Alors la probabilité sera la somme des possibilités de chaque cas favorable » (Essai, ouv. cité, p. 38).

Parmi la grande richesse d’exemples d’applications du calcul des probabilités, Laplace pose en termes d’urnes le problème de Bernoulli et énonce ainsi le théorème :

« La probabilité que le rapport du nombre des boules blanches extraites au nombre total des boules sorties ne s'écarte pas, au-delà d'un intervalle donné, du rapport du nombre des boules blanches au nombre total des boules contenues dans l'urne, approche indéfiniment de la certitude par la multiplication indéfinie des événements, quelque petit que l'on suppose cet intervalle » (Essai, ouv. cité, p. 78).

Il ajoute :

« Ce théorème indiqué par le bon sens était difficile à démontrer par l'Analyse… Le calcul des fonctions génératrices appliqué à cet objet, non seulement démontre avec facilité ce théorème, mais de plus il donne la probabilité que le rapport des événements observés ne s'écarte que dans certaines limites du vrai rapport de leurs possibilités respectives »,

annonçant le théorème appelé depuis de Moivre-Laplace, qui peut s’énoncer ainsi aujourd’hui :

Soit une épreuve de Bernoulli donnant le succès avec la probabilité p. Si Fn est la fréquence observée des succès en n épreuves, on a l’équivalent suivant de la probabilité que Fn s’écarte de p de moins qu’un ( donné : 


[image: image6.wmf]
3 – Progrès des 19ème et 20ème siècles

Les calculs fastidieux de Laplace ont bénéficié au 19ème siècle des progrès des outils de l’analyse, notamment de la transformation de Fourier par laquelle les fonctions caractéristiques peuvent remplacer avantageusement les fonctions génératrices. Mais bien plus, le développement des théories des ensembles numériques, de la mesure et de l’intégration de Borel et Lebesgue à l’orée du 20ème siècle, ont conduit à la recherche d’une axiomatique plus formelle de la théorie probabiliste, dans l’esprit de l’orientation donnée par Hilbert. En 1928, Von Mises propose une axiomatique inspirée par l’approche fréquentiste, définissant la probabilité comme limite commune de suites de fréquences
. Techniquement lourde, elle ne reposait pas sur une compréhension suffisamment générale du concept. Émile Borel explique dans quel sens il faut aller
 :

« On peut dès lors considérer tout le développement théorique du calcul des probabilités comme une science mathématique pure, sans plus de rapport avec la réalité que ne sont les géométries analytiques à n dimensions... La théorie des probabilités continues peut être basée sur des axiomes et définitions tout à fait analogues à ceux dont on fait usage dans la théorie de la mesure »,

tout en affichant un point de vue subjectiviste très explicite quant aux applications à la réalité
 :

« Pour comprendre certaines erreurs commises dans des applications incorrectes du calcul des probabilités, il est nécessaire d'insister brièvement sur le caractère subjectif de la probabilité… La possibilité d'un événement est toujours relative à un certain système de connaissances et n’est donc pas nécessairement la même pour tous les hommes ».

Il reviendra à Andreï Kolmogorov dans son célèbre article de 1933
 (dont on pourrait dire qu’il est aux probabilités ce que sont les fondements de la géométrie de Hilbert à la géométrie euclidienne) de fonder l’axiomatique qui a ensuite permis les grands développements de la théorie probabiliste ainsi que ses applications à la statistique mathématique, comme le souligne cette remarque de Gnedenko et Kolmogorov (ouv. cité) :

« La valeur épistémologique de la théorie des probabilités est basée sur ceci : dans leur action collective les phénomènes aléatoires, à large échelle, créent des régularités strictes et non aléatoires ».
Dans cette théorie, une expérience aléatoire et ses issues sont représentées par un ensemble abstrait Ω sur lequel est définie une mesure bornée (, avec ((Ω) = 1. La probabilité d’un événement est la valeur prise par ( sur la partie de Ω qui représente cet événement. Cette axiomatique accepte harmonieusement les concepts de variable aléatoire et de loi (transfert de Ω et ( dans un domaine numérique) développés notamment par Maurice Frechet, Paul Levy et Harald Cramer. Ces outils clarifient notablement les énoncés et débouchent sur de grands théorèmes. Pour illustrer ce propos et rester dans le cadre de notre fil rouge, le problème de Bernoulli, voici les deux énoncés, dont les théorèmes de Bernoulli et de Moivre-Laplace ont été précurseurs, qui ouvrent toutes grandes les portes de la décision statistique avec les théories de l’estimation et des tests d’hypothèses.

Soit une suite (Xi)iIN  de variables aléatoires, indépendantes, de même loi d’espérance m et de variance (2. On considère la suite des moyennes arithmétiques 
[image: image7.wmf], d’espérance m et de variance 
[image: image8.wmf], ainsi que la suite des moyennes réduites 
[image: image9.wmf].

– La loi (faible) des grands nombres
 généralise le théorème de Bernoulli :

La suite
[image: image10.wmf] converge en probabilité vers m.

(i.e. 
[image: image11.wmf]).

– Le théorème limite central
 généralise le théorème de Moivre-Laplace :

La suite Yn converge en loi vers une variable normale centrée réduite.

(i.e. la suite FYn des fonctions de répartition des lois des Yn converge simplement vers celle de la loi normale, de densité 
[image: image12.wmf], autrement dit : les probabilités P(
[image: image13.wmf] ≤ y) convergent vers l’intégrale 
[image: image14.wmf] quand n tend vers l’infini).

La conception purement mathématique de la probabilité a occulté la question de la dualité de sens entre « géométrie du hasard » et perception fréquentiste. Elle ne peut être ignorée dans l’enseignement, mais elle trouve maintenant dans les programmes des lycées une réponse didactiquement satisfaisante en termes de modèles. C’est l’objet du dernier paragraphe.

V – Modèles et modélisation dans l’enseignement

1 – Quelle définition de la probabilité pour l’enseignement ?

L’évolution des programmes du secondaire depuis 1956 est fort intéressante à analyser
. Le calcul des probabilités a d’abord été dominé par les exercices de combinatoire découlant de la définition de Laplace. La structure d’espace probabilisé fut introduite en TC avec les « maths modernes », puis au cours des années 80, le hasard s’est fait plus présent dans le concept de base d’expérience aléatoire. L’observation de la stabilisation des fréquences devenait incontournable et fut invoquée pour introduire la notion de probabilité dans les programmes des classes de première en 1991. Cette approche fréquentiste posait le problème du statut de la probabilité entre appréhension expérimentale et concept mathématique. Quelle définition adopter ? les programmes des années 2000 ont clairement fait le choix de sa compréhension en termes de modèle : observation du hasard en classe de seconde par les fluctuations d’échantillonnage éventuellement simulées dans un environnement informatique omniprésent, et définition en première de la loi de probabilité comme modèle théorique. Cependant le principe défendu comme on l’a vu par Jacques Harthong de la nécessité de l’équiprobabilité quelque part est maintenu. Il y a de bons arguments didactiques pour cela, peut-être moins convaincants sur le plan épistémologique. Une définition de la probabilité comme fréquence limite était-elle préférable ? A posteriori, je pense que non, mais il n’est pas inutile de regarder ce qu’elle donnerait. 

2 – Contraintes didactiques d’une définition fréquentiste

Un des interprètes les plus convaincus de l’option fréquentiste fut Alfred Rényi dont le manuel universitaire
 fut une des références obligées des étudiants des années 70. Rényi y défend clairement sa position objectiviste (p. 25-26) :

« Nous appellerons probabilité d'un événement le nombre autour duquel oscille la fréquence relative de l'événement considéré…
Nous considérons donc la probabilité comme une valeur indépendante de l'observateur, qui indique approximativement avec quelle fréquence l'événement considéré se produira au cours d'une longue série d'épreuves…

Dans la vie quotidienne on exprime souvent un jugement subjectif sur les possibilités de réalisation d'un événement aléatoire. Mais la théorie mathématique des probabilités ne s'occupe pas de ces jugements subjectifs ; elle concerne les probabilités objectives, qui peuvent être mesurées comme des grandeurs physiques ».

Rényi, après avoir démontré la loi des grands nombres, justifie la cohérence de l'approche fréquentiste (p. 144) : 

« Lors de l'introduction du concept de probabilité, nous avons assigné une probabilité à des événements dont la fréquence relative, au cours d'une longue série d'épreuves, manifestait une certaine stabilité. Ce fait, la stabilité de la fréquence relative, vient d'être démontré mathématiquement. Il est remarquable que la théorie rende possible une description précise de cette stabilité ; cela témoigne sans aucun doute en faveur de sa puissance.

Il semblerait qu'il s'agisse alors d'un cercle vicieux. Nous avons en effet défini la probabilité grâce à la stabilité de la fréquence relative, mais d'autre part la notion de probabilité intervient pour caractériser cette stabilité. En réalité, il s'agit pourtant de deux choses entièrement différentes. La «définition» de la probabilité comme valeur autour de laquelle oscille la fréquence relative n'est pas une définition mathématique mais une description du substrat concret du concept de probabilité. La loi des grands nombres de Bernoulli par contre est fondée sur la définition mathématique de la probabilité et par conséquent il n'y a là aucun cercle vicieux ». 

Ainsi Rényi fait clairement la distinction entre la description du monde sensible et le modèle mathématique abstrait, servant de cadre aux démonstrations.

Cependant, avec Hélène Ventsel
, on peut souligner l’intérêt didactique d’introduire la notion de probabilité par l’équiprobabilité, permettant le calcul a priori d’une probabilité indépendamment de sa réalisation expérimentale, puis mesurée par une fréquence stabilisée. Le concept peut ensuite être étendu à toutes les situations aléatoires dans lesquelles l’équiprobabilité n’a pas de sens, moyennant un postulat d’existence :

« L'estimation numérique de l'éventualité d'un événement par la probabilité n'a de sens pratique que parce que les événements plus probables se produisent en moyenne plus souvent que les moins probables. Et si la pratique montre que, au fur et à mesure de l'augmentation du nombre d'expériences, la fréquence de l'événement a tendance à se stabiliser, s'approchant rigoureusement d'un nombre constant, il est naturel d'admettre que ce nombre est la probabilité de cet événement.

Il est clair que l'on peut vérifier cette hypothèse seulement pour des événements dont les probabilités sont susceptibles d'être calculées directement, c'est à dire pour les événements se réduisant à un système de cas, car ce n'est qu'alors qu'il existe une méthode permettant de calculer la probabilité mathématique. 

De nombreuses expériences réalisées depuis la naissance du calcul des probabilités confirment effectivement cette hypothèse. Il est tout naturel d'admettre que pour les événements ne se réduisant pas à un système de cas, la même loi reste vraie et que le nombre constant vers lequel tend la fréquence d'un événement, lorsque le nombre d'expériences augmente, n'est rien d'autre que la probabilité de l'événement. On peut alors prendre la fréquence d'un événement, calculée pour un nombre suffisamment grand d'expériences, pour la valeur approchée de la probabilité. C'est ce qu'on fait en pratique, en déterminant à partir de l'expérience les probabilités des événements ne se réduisant pas à un système de cas ».

3 – Le point de vue de la modélisation

Tout en maintenant cette approche fréquentiste, le projet de programme de première L de 1993 plaçait la modélisation comme objectif, anticipant sur la réforme des années 2000 :

« Il s'agit, comme dans les autres programmes, d'aborder la notion de probabilité à partir de la fréquence, mais on a choisi dans cette série d'affiner l'explication du processus de modélisation. L'objet de cette partie de la formation est donc de faire découvrir, en s'appuyant sur l'expérimentation numérique, quelques notions qualitatives et quantitatives liées à la modélisation mathématique des phénomènes aléatoires.

L'objectif est d'abord de dégager, de façon qualitative et éventuellement critique, quelques notions probabilistes en répertoriant et en analysant des situations dans lesquelles sont mis en œuvre ou observés des phénomènes aléatoires ou d'apparence aléatoire. On abordera ensuite une analyse plus quantitative permettant de dégager à partir de l'étude des fréquences et en relation avec les travaux effectués en statistique, la notion de probabilité. On fera également le lien avec le calcul des pourcentages ».

Les programmes actuels ont donc adopté le point de vue de la modélisation, comme le souligne le GEPS dans le document d’accompagnement des programmes de première en 2001 :

« Modéliser une expérience aléatoire, c'est lui associer une loi de probabilité. Une fréquence est empirique : elle est calculée à partir de données expérimentales, alors que la probabilité d'un événement est un “nombre théorique“. Les distributions de fréquences issues de la répétition d'expériences identiques et indépendantes varient (fluctuent), alors que la loi de probabilité est un invariant associé à l'expérience.

L'objectif est que les élèves comprennent à l'aide d'exemples que modéliser, c'est ici choisir une loi de probabilité… Ce choix est en général délicat, sauf dans certains cas où des considérations propres au protocole expérimental conduisent à proposer a priori un modèle. Il en est ainsi des lancers de pièces ou de dés, pour lesquels des considérations de symétrie conduisent au choix d'un modèle où la loi de probabilité est équirépartie. Sans faire une liste de conventions terminologiques, on indiquera clairement que les termes « équilibré» et « hasard» indiquent un choix du modèle de l'expérience où intervient «quelque part» une probabilité équirépartie… On se contentera, pour certains exercices, de fournir un modèle en indiquant dans un premier temps que des techniques statistiques ont permis de le déterminer et de le valider à partir de nombreuses données expérimentales. Pour déterminer et/ou valider un modèle probabiliste, le premier outil dont on dispose est un théorème de mathématiques appelé «loi des grands nombres ».

Procédant d’une démarche scientifique, le point de vue de la modélisation renvoie le débat entre subjectivistes et objectivistes au niveau du choix du modèle probabiliste le plus adéquat possible. La probabilité y est axiomatiquement définie comme un objet théorique, quantifiant idéalement la possibilité d’un événement estimée a priori ou mesurée expérimentalement. Ce point de vue permet de comprendre l’affirmation de de Finetti : La probabilité n’existe pas ! pas plus qu’un cercle parfait dans la réalité. De Finetti précise cette apostrophe au début de son traité
 :

« L'abandon de croyances superstitieuses sur l'existence du phlogistique, de l'éther, de l'espace et du temps absolu... ou des fées, a été une étape essentielle dans la pensée scientifique. La probabilité, considérée comme quelque chose ayant une existence objective est également une conception erronée et dangereuse, une tentative d'extérioriser ou de matérialiser nos véritables conceptions probabilistes! ».

4 – Modèles, simulation, modélisation

Précisons cette notion de modèle qui pénètre l’enseignement des sciences. Elle est assez récente, développée depuis les années 60 dans le sens que nous lui donnons ici. Voici la définition qu’en donnait John Von Neumann, précurseur en la matière :

« Les sciences n’essayent pas d'expliquer, c'est tout juste si elles tentent d'interpréter, elles font essentiellement des modèles. Par modèle, on entend une construction mathématique qui, à l'aide de certaines interprétations verbales, décrit les phénomènes observés. La justification d'une telle construction mathématique réside uniquement et précisément dans le fait qu’elle est censée fonctionner » .

Citons aussi David Ruelle : 

« un modèle consiste à coller une théorie mathématique sur un morceau de réalité ».

Retenons qu’un modèle est une représentation simplifiée et idéalisée de la réalité. Un modèle peut être présenté dans un vocabulaire courant renvoyant à des objets réels, mais qui dans le modèle sont doués de propriétés caractéristiques idéales et abstraites. Je parle dans ce cas de « modèle pseudo-concret ». Ainsi une urne de Bernoulli est une abstraction d’une urne réelle, dans laquelle les boules parfaitement identiques, sont rigoureusement équiprobables (hypothèse de modèle) dans un tirage « au hasard ».

Les programmes proposent de multiplier les observations de l’aléatoire par la simulation informatique. On trouve une définition de la simulation dans l’Encyclopédia Universalis :

« La simulation est l'expérimentation sur un modèle. C'est une procédure de recherche scientifique qui consiste à réaliser une reproduction artificielle (modèle) du phénomène que l'on désire étudier, à observer le comportement de cette reproduction lorsque l'on fait varier expérimentalement les actions que l'on peut exercer sur celle-ci, et à en induire ce qui se passerait dans la réalité sous l'influence d'actions analogues ».
Le document d’accompagnement des programmes de première précise pour sa part :

« modéliser consiste à associer un modèle à des données expérimentales, alors que simuler consiste à produire des données à partir d'un modèle prédéfini. Pour simuler une expérience, on associe d'abord un modèle à l'expérience en cours, puis on simule la loi du modèle ». 

Il convient donc de faire d’abord le choix d’un modèle. Les situations aléatoires considérées en classe sont en principe toutes à base d’équiprobabilité. Les modèles utilisés pour les simulations proposées sont donc souvent implicites quand ils se réduisent à la loi uniforme discrète, produite par le générateur aléatoire de l’ordinateur ou de la calculette qui fournissent des chiffres pseudo-aléatoires équirépartis. 

Pourtant, il serait très instructif de travailler avec les élèves sur le processus qui, de l’observation d’une expérience aléatoire les conduit au choix d’un modèle suffisamment adéquat pour confirmer théoriquement des faits expérimentaux. 

Pour terminer, décrivons-en brièvement les étapes
. Dans un processus de modélisation, je distingue trois étapes.

Si l'on veut introduire en mathématiques une véritable démarche expérimentale, il convient de ne pas négliger la première étape de la modélisation au niveau de la situation concrète : l'observation d'une situation réelle et sa description en termes courants. 

Cette description est déjà une sorte d'abstraction et de simplification de la réalité, dans la mesure où certains choix sont faits, pour ne retenir que ce qui semble pertinent de cette situation vis-à-vis du problème étudié. Cette description est d'ailleurs pilotée par ce que j'appelle un regard théorique, c'est-à-dire une connaissance s'appuyant sur des modèles généraux pré-construits, pour apprécier justement ce qui se révélera pertinent. 

La démarche expérimentale consiste aussi à pouvoir agir sur la réalité, afin d'en étudier les évolutions et les invariants. Il faut donc pouvoir mettre en œuvre une expérimentation programmée par ce que je désigne par « protocole expérimental », c'est-à-dire l'ensemble des instructions à suivre pour réaliser cette expérience et éventuellement la reproduire. 

De nouvelles compétences sont alors attendues, qui peuvent être objet de formation : savoir décrire une situation porteuse d'un problème (par exemple, l'évolution des files d'attente devant les caisses d'un supermarché), savoir mettre en œuvre un protocole expérimental, et recueillir les effets obtenus, savoir organiser les données recueillies, savoir lire une statistique (par exemple, pointer les files à intervalles réguliers).

Puis il s'agit de traduire cette description en un système simplifié et structuré : c'est le niveau du modèle pseudo-concret. Cela se traduit par l'appel à un modèle général dont les conditions de transfert sont maîtrisées. Dans l'exemple précédent, il faut dégager les hypothèses pertinentes pour décrire les arrivées des clients, notamment le nombre moyen d'arrivées par unité de temps. Cette construction est guidée par un premier niveau de connaissances théoriques du phénomène étudié et par les outils mathématiques disponibles. Elle conduit à poser des hypothèses de modèle (indépendance des arrivées...).

On peut alors passer à la deuxième étape : la mathématisation ou formalisation du modèle. Cela suppose que les élèves soient capables de représenter le modèle dans la symbolique propre aux mathématiques. Puis ils doivent savoir interpréter la question posée en un problème purement mathématique et savoir faire appel aux outils mathématiques adaptés pour résoudre le problème abstrait (logique, notions ensemblistes, fonctions de variables réelles, intégration, raisonnement par récurrence...).

Enfin, il convient, en troisième étape, de pouvoir revenir à la question posée pour traduire dans les termes du modèle pseudo-concret, les résultats mathématiques obtenus, leur donner du sens pour dégager des réponses et relativiser ces réponses par rapport aux hypothèses de modèle. Il faut ensuite interpréter ces réponses pour apprécier leur validité et leur étendue dans la situation concrète (décider de l'ouverture ou de la fermeture d'une caisse pour réguler les files d'attentes). Ces compétences peuvent faire l'objet de formation dans diverses disciplines. Elles prennent un aspect spécifique en mathématiques du fait du caractère particulièrement abstrait des outils que l'on désire mettre en œuvre.
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